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12 CINÉMATIQUE DU POINT

R 1

Cinématique du point
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1.1 Postulats de Newton 13

1.1 Postulats de Newton

1.1.1 Espace et Temps

La mécanique newtonienne repose sur les postulats spatio-temporels de Newtonpro]Newton, à savoir :

• L’espace est absolu, immuable, infini, euclidien, homogène et isotrope.

• Le temps est absolu et uniforme.

1.1.2 Point matériel  Référentiel

Un système sera assimilé à un pointdef]point materiel@point matériel à partir du moment où sa posi-
tion dans l’espace peut être donnée par un triplet de coordonnées.

Point matériel

On parle d’un point matériel quand on concentre la totalité de la masse du système à l’isobarycentre
des masses. La position de cet objet sera donc réduite à celle de ce point.

Théorème

1.1.3 Référentiel

Un référentieldef]referentiel@référentiel est un repère muni de la notion de temps. On peut y effectuer
des mesures, et donc y réaliser une étude cinématique.

Référentiel

1.2 Les différents systèmes de coordonnées

1.2.1 Coordonnées cartésiennes.

1.2.1.1 Définition

def]coordonnees@coordonnées !cartesiennes@cartésiennesdef]cartesiennes@cartésiennes !coordonnees@coordonnées

C’est le système le plus simple : le repère naturel ( −→ex, −→ey , −→ez) attaché au pointM (x, y, z) est paral-

lèle aux vecteurs de la base cartésienne. Le vecteur position s’exprime par
−−→
OM = x −→ex+y −→ey+z −→ez .

Coordonnées artésiennes

Les vecteurs unitaires intervenant dans son expression sont indépendants de la position du point M .

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

14 CINÉMATIQUE DU POINT

1.2.1.2 Schéma

x

y

z

O

−→ex

−→ez
−→ey

b

b M

x

y

z

FIGURE 1.1 – Coordonnées cartésiennes

1.2.1.3 Déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes

−→
dℓ = d

−−→
OM = dx −→ex + dy −→ey + dz −→ez

1.2.2 Coordonnées cylindriques

1.2.2.1 Définition

def]coordonnees@coordonnées !cylindriquesdef]cylindriques !coordonnees@coordonnées

1.2.2.2 Schéma

x

y

z

O
−→ex

−→ez

−→ez

−→ey

−→er

−→eθ

−→er

−→eθ

b

b

b

b

θ

r

r

M

P

z
H

FIGURE 1.2 – Coordonnées cylindriques

Le vecteur position s’exprime par
−−→
OM = r −→er + z −→ez . Ici, le vecteur unitaire −→er intervenant dans l’ex-

pression de
−−→
OM dépend de la position de M puisque son orientation sera fonction de la valeur de l’angle

θ. On a −→er = −→er (θ).
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1.2 Les différents systèmes de coordonnées 15

1.2.2.3 Déplacement élémentaire en coordonnées polaires

En polaires, z = 0 et dz également.

On peut montrer que
d −→er
dθ

= −→eθ .

−→
dℓ = d

−−→
OM = dr −→er + r dθ −→eθ

1.2.2.4 Déplacement élémentaire en coordonnées cylindriques

−→
dℓ = d

−−→
OM = dr −→er + r dθ −→eθ + dz −→ez

1.2.3 Coordonnées sphériques

1.2.3.1 Définition

def]coordonnees@coordonnées !spheriques@sphériquesdef]spheriques@sphériques !coordonnees@coordonnées

1.2.3.2 Schéma

x

y

z

O
−→ex

−→ez
−→ey

−→er
−→eϕ

−→eθ

b

b

bϕ

θ

r

M

P

FIGURE 1.3 – Coordonnées sphériques

Le vecteur position s’exprime par
−−→
OM = r −→er . Ici, le vecteur unitaire −→er intervenant dans l’expression de−−→

OM dépend de la position de M puisque son orientation est fonction de la valeur des angles θ et ϕ.

1.2.3.3 Déplacement élémentaire en coordonnées sphériques

−→
dℓ = d

−−→
OM = dr −→er + r dθ −→eθ + r sin θ dϕ −→eϕ
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16 CINÉMATIQUE DU POINT

1.3 Vitesse

Soit M un point matériel observé dans un référentiel R.
La position de M à l’instant t est donnée par le vecteur position

−−→
OM (t).

La vitessedef]vitesse d’un point matériel M dans R est définie par :

−−→v(M)/R =

Ç
d
−−→
OM (t)

dt

å

/R

De plus, si on considère
−→
dℓ un déplacement élémentaire, on obtient :

−−→v(M)/R =

Ç−→
dℓ

dt

å

/R

Vitesse

1.3.0.1 Expression en coordonnées cartésiennes

En considérant
−−→
OM = x −→ex + y −→ey + z −→ez

on obtient pour la vitesse :

−−→v(M)/R = ẋ −→ex + ẏ −→ey + ż −→ez

1.3.0.2 Expression en coordonnées cylindriques

En considérant
−−→
OM = r −→er + z −→ez

on obtient pour la vitesse :

−−→v(M)/R = ṙ −→er + r θ̇ −→eθ + ż −→ez

1.3.0.3 Expression en coordonnées polaires

En considérant
−−→
OM = r −→er

on obtient pour la vitesse :

−−→v(M)/R = ṙ −→er + r θ̇ −→eθ

1.4 Accélération

Par définition, l’accélérationdef]acceleration@accélération deM , animé de la vitesse −−→v(M)/R est don-
née par :

−−→a(M)/R =

Ç
d−−→v(M)/R

dt

å

/R

Aélération

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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1.5 Vitesse et accélération dans la base de Frénetdef]base de Frenet@base de
Frénetdef]Frenet@Frénet !base de : Hors programme mais bien pratique ! 17

1.4.0.1 Expression en coordonnées cartésiennes

−−→a(M)/R = ẍ −→ex + ÿ −→ey + z̈ −→ez

1.4.0.2 Expression en coordonnées cylindriques

−−→a(M)/R =
Ä
r̈ − r θ̇2

ä −→er +
Ä
2 ṙ θ̇ + r θ̈

ä −→eθ + z̈ −→ez

1.4.0.3 Expression en coordonnées polaires

−−→a(M)/R = ar
−→er + aθ

−→eθ

avec :

• ar = r̈ − r θ̇2 : c’est l’accélération radiale.

• aθ = 2 ṙ θ̇ + r θ̈ : c’est l’accélération orthoradiale.

En coordonnées polaires, on dit qu’un système subit une accélération centrale si et seulement si l’accéléra-
tion aθ est nulle.
Dans ce cas, le vecteur accélération passe par un point fixe appelé centre de forces.
De plus, en dérivant r2 θ̇ par rapport au temps, on remarque que :

C = r2 θ̇ = Cte

C est une constante appelée constante des aires.

1.5 Vitesse et accélération dans la base de Frénet

def]base de Frenet@base de Frénetdef]Frenet@Frénet !base
de : Hors programme mais bien pratique!

Soit −→τ un vecteur unitaire tangent à la trajectoire à chaque instant.
Soit −→ω = θ̇ −→ez , le vecteur rotation instantanée.
Soit

−→
N = −→ez ∧ −→τ avec −→τ vecteur unitaire tangent à la trajectoire.

On appelle base de Frénet, la base (−→τ ,−→N, −→ez ) orthonormée directe.

Base de Frénet

1.5.1 Déplacement élémentaire

On définit un cercle, dit osculateur (tangent à la trajectoire au point M (t), à l’instant t), de rayon Rc et de
centre C.
On définit :

dℓ = Rc dθ

1.5.2 Vitesse

On définit la vitessedef]vitesse dans la base de Frénet par :

−−→v(M)/R = Rc θ̇
−→τ

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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18 CINÉMATIQUE DU POINT

1.5.3 Accélération

On définit l’accélération dans la base de Frénet par :

−−→a(M)/R = an
−→
N + aτ

−→τ

avec :

• aN =
v2

Rc
: C’est l’accélération normale.

• aτ =

Å
dv

dt

ã

/R

: C’est l’accélération tangentielle.

1.5.4 Cas d’un mouvement circulaire

On a dans ce cas :

Rc = Cte = R

1.5.5 Cas d’un mouvement circulaire uniforme

On a dans ce cas :

Rc = Cte = R et aτ = 0

Par ailleurs :

aN =
v2

R
= Rω2
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R 2

Principe fondamental de la dynamique
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20 PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

On considère un système ponctuelM (m).

2.1 Masse et quantité de mouvement

La massedef]masse inerte, notée M.I , est un scalaire positif traduisant la répugnance d’un corps au
mouvement. C’est une grandeur extensive. On identifie masse inerte et masse gravitationnelle (Grâce
aux travaux d’Albert Einstein).

Masse

Soit M un point matériel de masse m (inerte), observé dans un référentiel R. La quantitédef]quantite
de mouvement@quantité de mouvement de mouvement deM dans R est définie comme le produit de
sa masse par son vecteur vitesse dans R.

−−→p(M)/R = m−−→v(M)/R

Quantité de mouvement

2.2 Interactions et forces

On dit que deux systèmes sont en interactiondef]interaction quand une modification sur l’un entraîne
une modification sur l’autre.

Interation

On distingue 4 forces fondamentales :
• nucléaire forte : cette interaction est une interaction de courte portée qui assure la cohésion du noyau.

• interaction nucléaire faible : cette interaction est une interaction de très courte portée. Elle apparaît
dans la désintégration β.

• électromagnétique électromagnétique : la matière est électriquement neutre, et cette électroneutralité
résulte d’une fine compensation entre les charges positives et négatives. L’interaction électromagné-
tique est responsable des phénomènes atomique et moléculaire.

• interaction gravitationnelle : cette interaction est responsable du comportement des planètes et des
galaxies. Elle est due à une interaction entre masses gravitationnelles.

2.3 Forces

2.3.1 Force électromagnétique

Soit M un point matériel, de masse m et de charge q, observé dans un référentiel galiléen R1 et plongé
dans la zone d’action d’un champ électrique (

−→
E ,

−→
B ), où

−→
E est un champ électrique et

−→
B est un champ

magnétique.
M est soumis dans R1 à la force de Lorentz pro]Lorentz :

−−→
FLz = q

−→
E + q

Ä−−→v(M)/R1
∧ −→
B
ä

Si M est au repos dans R1 :

−−→
FLz = q

−→
E

Si le champ électrique est créé par une charge ponctuelle q′ immobile dans R1, alors on obtient la loi de
Coulomb :

−−→
FLz = q

−→
E =

q q′

4 π ε0 r2
−→er
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2.4 Principe fondamental de la dynamique 21

2.3.2 Force gravitationnelle

SoientM1 de masse m1 et M2 de masse m2 deux points matériels observés dans le référentiel R1 galiléen.
L’interaction entre M1 et M2 dans le cadre de la mécanique classique est décrite par la force :

−−−→
F17→2 = −G m1m2

r2
−→er = −−−−→

F27→1

Ceci constitue la quatrième loi de Newton pro]Newton.

2.3.3 Force de contact

À l’opposé des forces précédentes, qui sont des forces à distance, les forces de contact ne s’appuient que
sur l’expérience, elle ne répondent pas à des fondements théoriques (lois phénoménologiques).

• force de frottement fluide :
−→
f = −α−−→v(M)/R

• force de frottement solide :
−→
R =

−→
N +

−→
T avec T 6 f N .

2.4 Principe fondamental de la dynamique

2.4.1 Référentiel galiléen

On dit d’un référentieldef]referentiel@référentiel!galileen@galiléen R1 qu’il est galiléen-
def]galileen@galiléen!referentiel@référentiel si, quandM est isolé, il vérifie la première loi de New-
ton pro]Newton(le principe d’inertie) :

Ç
d−−→p(M)/R1

dt

å

/R1

=
−→
0

En réalité, on détermine si un référentiel est galiléen par l’expérience, en vérifiant qu’il vérifie les lois
de Newton.

Référentiel galiléen

Un référentiel galiléen vérifie les propriétés suivantes :
• La quantité de mouvement de M est constante dans R1 quandM est isolé :

−−→p(M)/R1
= m−−→v(M)/R1

• Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport à un référentiel galiléen est un référen-
tiel galiléen.

2.4.2 Énoncé du principe fondamental de la dynamique

Soit M (m) un point matériel observé dans un référentiel R1 galiléen, et soumis à la résultante des forces−−→
Rext =

∑−−→
Fext, somme des forces extérieures à M .

Le principe fondamental de la dynamique postule que :
∑−−→

Fext = m−−→a(M)/R1

Ce principe est aussi connu sous le nom de seconde loi de Newton.

2.4.3 Conséquences

Ce principe entraîne, entre autres, les conséquences suivantes :
• Invariance galiléenne : le bilan des forces extérieures est le même dans tout référentiel galiléen.

• Principe d’équivalence : on obtient l’équivalence entre la masse inerte et la masse gravitationnelle.
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22 ÉNERGIE D’UN POINT MATÉRIEL

R 3

Énergie d’un point matériel
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3.1 Puissance et travail d’une force 23

3.1 Puissance et travail d’une force

3.1.1 Puissance d’une force

Soit M (m) un point matériel de masse m observé dans un référentiel R et animé de la vitesse −−→v(M)/R.

Supposons que M soit soumis à l’action d’une force
−→
F .

La puissancedef]puissance!d’une force, scalaire, associée à cette force à chaque instant, est définie
par :

P =
−→
F · −−→v(M)/R

Puissane

L’unité de la puissance P est le Wattpro]Watt de symbole W . F s’exprime bien sûr en N et v en
m.s−1.

Les unités

Si M (m) est soumis à un ensemble de forces Σ
−→
F , alors :

P =
∑

i

Pi

avec :

Pi =
−→
Fi · −−→v(M)/R

Propriété

3.1.2 Travail d’une force

Le travaildef]travail d’une force d’une forcedef]force!travail d’une
−→
F entre les instants t et t+dt dans

le référentiel R est donné par :

δW = P dt

On obtient aussi la formule :

δW =
−→
F · −→dℓ

Travail d'une fore

3.2 Théorème de l’énergie cinétique

3.2.1 Énergie cinétique
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24 ÉNERGIE D’UN POINT MATÉRIEL

Soit M (m) point matériel de masse m observé dans R, et animé de la vitesse −−→v(M)/R.
L’énergiedef]energie@énergie!cinetique@cinétique!d’un point materiel@d’un point matériel cinéti-
quedef]cinetique@cinétique!energie@énergie de M (m) dans R est donnée par, avec v la norme de
−−→v(M)R :

Ec(M)/R
=

1

2
mv2(M)/R

É nergie inétique d'un point matériel

L’unité de l’énergie cinétique est le Joulepro]Joule de symbole J .

Les unités

3.2.2 Théorème de l’énergie cinétique

Soit M (m) un point matériel de masse m observé dans R1 galiléen, soumis dans R1 à la résultante Σ
−→
F

des forces extérieures.

La variation élémentaire d’énergie cinétique s’exprime de la façon suivante :

dEc(M)/R1
=
∑

i

δWi = δW
Ä∑−→

F
ä

Théorème de l'énergie inétique

Entre deux instants t1 et t2, le théorème de l’énergie cinétique devient :

∆Ec(M)
= Ec(M)t2 − Ec(M)t1 =

∑

i

Wi =W
Ä∑−→

F
ä

avec :

Wi =

∫ M2

M1

−→
Fi ·

−→
dℓ

3.3 Force conservative

3.3.1 Force conservative

Une forcedef]force!conservative
−→
F est dite conservativedef]conservative!force quand son travail entre

deux points M1 et M2 ne dépend pas du chemin suivi, mais uniquement des positions M1 et M2.
Ceci implique que sur un contour fermé, le travail d’une force conservative est nul.
Une force qui n’est pas conservative est dite non-conservative.

Fore onservative

3.3.2 Force conservative et énergie potentielle

Une force conservative peut se mettre sous la forme :

−→
F = −−−→

gradEp
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3.4 Énergie mécanique et intégrale première de l’énergie cinétique 25

3.3.3 Travail d’une force conservative

Le travail d’une force conservative est alors :

δW
(
−→
FC)

=
−→
FC · −→dℓ = −dEp

Exemples de forces conservatives :

Force Énergie potentielle En fixant la constante

−→
fe =

q q′

4 π ε0 r2
−→er Ep,e =

q q′

4 π ε0 r
+ Cte Ep,e(∞) = 0 ⇒ Ep,e =

q q′

4 π ε0 r

−→
fg = −G mm′

r2
−→er Ep,g = −G mm′

r
+ Cte Ep,g(∞) = 0 ⇒ Ep,g = −G mm′

r

−→
P = m−→g

Ep,p = mg z + Cte avec un
axe ascendant Ep,p(0) = 0 ⇒ Ep,p = mg z

−→
fr = −k [ℓ (t)− ℓ0]

−→ex Ep,r =
k [ℓ (t)− ℓ0]

2

2
+Cte Ep,r(ℓ = ℓ0) = 0 ⇒ Ep,r =

k [ℓ (t)− ℓ0]
2

2

3.4 Énergie mécanique et intégrale première de l’éner

gie cinétique

3.4.1 Énergie mécanique

L’énergiedef]energie@énergie!mecanique@mécanique mécanique-
def]mecanique@mécanique!energie@énergie d’un point matériel M(m) de masse m dans un
référentiel R, notée Em(M)/R

, est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle

totale Eptot :

Em(M)/R
= Ec(M)/R

+ Eptot

É nergie méanique

3.4.2 Relation entre le théorème de l’énergie cinétique et la varia

tion d’énergie mécanique

Soit M (m) un point matériel de masse m, soumis à des forces non-conservatives, notées
−−→
FNC . On obtient

la relation suivante :

dEm(M)/R1
= Σ δW

(
−−−→
FNC)

ou encore :

∆Em(M)/R1
= ΣW

(
−−−→
FNC)

3.4.3 Intégrale première de l’énergie cinétique

L’énergie mécanique de M dans R est constante si et seulement si il n’y a pas de force non-conservative ou
bien si les forces non-conservatives ne travaillent pas, c’est-à-dire que :

−−→
FNC⊥

−→
dℓ

Dans ce cas, en dérivant l’expression de l’énergie mécanique, on obtient une expression égale à zéro. Cela
permet de ne pas avoir à passer par le P.F.D.
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26 ÉNERGIE D’UN POINT MATÉRIEL

3.4.4 Relation entre l’énergie potentielle et les relations d’équi

libre

Considérons un système dont la position ne dépend que d’une seule variable de l’espace.
Supposons que M (m), point matériel de masse m, soit soumis à la force résultante

−→
F conservative.

Les positions d’équilibre du système sont les extrema de la fonctionEp. Si l’énergie potentielle est fonction
de la variable x, elles sont donc données par :

dEp
dx

= 0

Si la fonction est convexe au voisinage de l’équilibre, alors l’équilibre est stable et :

d2Ep
dx2

> 0

Si la courbe est concave au voisinage de l’équilibre, alors l’équilibre est instable. Dans ce cas, on :

d2Ep
dx2

< 0
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R 4

Les oscillations libres
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28 LES OSCILLATIONS LIBRES

4.1 Le pendule

4.1.1 Définitions

Un penduledef]pendule!pesant pesant est un solide qui peut osciller autour d’un axe horizontal ne
passant pas par son centre d’inertie.

Pendule pesant

Un penduledef]pendule!simple simple est un modèle idéalisé de pendule pesant : il est constitué d’un
corps de masse m considéré comme ponctuel, accroché à un fil inextensible de longueur ℓ et de masse
négligeable devant m.

Pendule simple

Un pendule simple peut être représenté par le dispositif suivant :

θ (t)

b(2.5,0)

G (t)

m

Geq

ℓ

O

FIGURE 4.1 – Pendule simple

4.1.2 Mouvement d’un pendule simple non amorti

Considérons un pendule simple constitué d’un fil inextensible de longueur ℓ relié à O auquel est attaché un
corps M de masse m.

4.1.2.1 Inventaire des forces extérieures appliquées au système

Les forces appliquées au corps M de masse m sont :

• Le poids
−→
P descendant, donc dirigé vers le bas.

• La tension du fil
−→
T orienté de M vers O.

• Les forces de frottements et la poussée d’Archimède sont négligées.

4.1.2.2 Équation du mouvement

L’équation du mouvement peut être trouvé au choix grâce :

• au principe fondamentale de la dynamique (2ème loi de Newton)

• au théorème du moment cinétique

• au théorème de l’énergie cinétique
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4.1 Le pendule 29

On obtient facilement :

θ̈ +
g

ℓ
sin θ = 0

Les oscillations d’un pendule simple non amorti sont périodiques (c’est un système mécanique oscillant).

Pour des oscillations d’amplitude assez faibles (θm < 10◦), un développement limité du sin à l’ordre 1
donne :

θ̈ +
g

ℓ
θ = 0

Soit, en posant ω2
0 =

g

ℓ
:

θ̈ + ω2
0 θ = 0

4.1.2.3 Les solutions de l’équation différentielle

Cette équation présente une solution de la forme :

θ (t) = A cosω0 t+B sinω0 t

ou bien :

θ (t) = C cos (ω0 t+ ϕ)

On détermine l’expression de la période propre en remplaçant dans l’équation différentielle. On trouve la
période des oscillations :

T0 = 2 π

 
ℓ

g

Avec par exemple les conditions initiales θ (t = 0) = θm et
dθ

dt
(t = 0) = 0, on obtient :

A = θm et B = 0.
La solution s’écrit donc :

θ (t) = θm cos (ω0 t)

Le mouvement du point M est un mouvement oscillatoire d’amplitude θm et de période T0 autour de sa
position d’équilibre.

La période d’oscillation est indépendante de l’amplitude angulaire θm. Il y a isochronisme des petites
oscillations et la période vaut :

T0 = 2 π

 
ℓ

g

ℓ en mètres, g intensité de la pesanteur en m.s−2 et T en secondes.

Les unités

4.1.3 Oscillateurs libres amortis

4.1.3.1 Inventaire des forces extérieures appliquées au système

Les forces appliquées au corps M de masse m sont :

• Le poids
−→
P descendant, donc dirigé vers le bas.

• La tension du fil
−→
T orienté de M vers O.

• Les forces de frottements.
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30 LES OSCILLATIONS LIBRES

4.1.3.2 Équation du mouvement

La tension ne travaille pas car elle est toujours perpendiculaire au mouvement.
Avec un frottement fluide de type −λ−→v , le théorème de l’énergie cinétique s’écrit :

∆Ec =Wint +Wext

En posant Em = Ep + Ec, il vient

dEm
dt

=
dEp
dt

+
dEc
dt

=
∑

P(Forces non conservatives) = P(
−→
ff ) = −λ−→v ·−→v = −λ v2 = −λmℓ2 θ̇2

Interprétation physique : l’énergie mécanique diminue à cause des frottements qui dissipent de l’éner-
gie.

Ec =
1

2
mℓ2 θ̇2 et

dEc
dt

= mℓ2 θ̈ θ̇

Ep = −mg ℓ cos θ + Cte et
dEp
dt

= mg ℓ θ̇ sin θ ≃ mg ℓ θ̇ θ.

On trouve alors :

mℓ2 θ̈ θ̇ +mg ℓ θ̇ θ = −λmℓ2 θ̇2

et :

θ̈ + λ θ̇ +
g

ℓ
θ = 0

4.1.3.3 Les solutions de l’équation différentielle

L’équation précédente conduit à des solutions oscillantes si le frottement n’est pas trop fort (le discriminant
de l’équation caractéristique doit être négatif).

La solution de l’équation différentielle est :

θ (t) = [A cos (ω t) +B sin (ω t)] e(−
λ

2 t)

avec la pseudo-pulsation ω =

…
4
g

ℓ
− λ2.

Si, dans les conditions initiales, la vitesse est nulle et θ (t = 0) = θm, alors :

A = θ0 et B =
λ θm
2ω

et :

θ (t) = θm

ï
cos

Å
ω t+

λ

2ω

ãò
e(−

λ

2 t)

En choisissant Ep = 0 pour θ = 0, on a :

Ep (t) = mg ℓ (1− cos θ) ≃ −mg ℓ
θ2

2

4.1.3.4 Évolution des énergies

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

4.2 Le système solide-ressort 31

t

Ec, Ep, Em

FIGURE 4.2 – Énergies cinétique, potentielle et mécanique

• L’énergie mécanique diminue de façon exponentielle en raison des frottements.

• Lorsque l’énergie cinétique diminue, l’énergie potentielle augmente et réciproquement (sans frotte-
ment, la somme de ces deux fonctions serait constante).

• Si un oscillateur libre est faiblement amorti, il évolue en effectuant des oscillations dont l’am-
plitude maximale décroît au cours du temps. On parle d’oscillations et de régime pseudo-
périodiques.

• La pseudo-période T est la durée séparant deux passages successifs, dans le même sens, de
l’oscillateur dans sa position d’équilibre. Si l’amortissement est faible, la période propre et la
pseudo-période sont approximativement égales.

• Dans le cas d’un amortissement plus important, le mouvement de l’oscillateur et le régime sont
apériodiques. Le système ne peut plus osciller : écarté de sa position d’équilibre, il la retrouve
rapidement.

• La limite entre l’amortissement faible et l’amortissement faible est l’amortissement critique : on
parle alors de régime critique.

Remarque

4.2 Le système solideressort

4.2.1 Période propre des oscillations d’un système solideressort

Un solide de masse m est accroché à un ressort à spires non jointives, de masse considérée négligeable et
de constante de raideur k.
On néglige les frottements de l’air ainsi que la poussée d’Archimède.
Le système solide-ressort est un système mécanique oscillant dont la période propre T0 dépend de m et de
k :

T = 2 π

…
m

k

m s’exprime en kg, k en N.m−1 et T0 en s.

Les unités

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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32 LES OSCILLATIONS LIBRES

4.2.2 L’oscillateur élastique horizontal

Le système est un solide de centre d’inertie G de masse m. Son mouvement est étudié dans le référentiel
terrestre, considéré galiléen pendant la durée de l’expérience.
Il est tenu par un ressort de longueur à vide ℓ0 et de raideur k.

4.2.2.1 Inventaire des forces extérieures appliquées au système

Les forces appliquées au corps de masse m sont :

• Le poids
−→
P vertical descendant.

• La réaction du support
−→
R . Elle peut être décomposée en la somme des deux forces : sa composante

normale
−→
N , perpendiculaire au support et vers le haut et sa composante tangentielle

−→
T correspondant

à des frottements sur le support (négligés ici, donc
−→
T =

−→
0 ).

• La force de rappel élastique du ressort
−→
F = −k x −→ex.

• Force de frottement (avec l’air par exemple) : négligée.

4.2.2.2 Dispositif

a
G

m

a

Geq−→ex

−→
P

−→
R

−→
F

FIGURE 4.3 – Oscillateur horizontal

La 2ème loi de Newton s’écrit :

m−→a = m
d2
−−→
OG

dt2
=

−→
P +

−→
R +

−→
F

En projetant cette relation sur l’axe (Ox) et en considérant les frottements négligeables, on obtient :

m
d2x

dt2
= mẍ = −k x

Le mouvement du centre d’inertie du solide de masse est donc décrit par une équation différentielle du 2ème

ordre :

d2x

dt2
+
k

m
x = 0

ou encore, en posant ω2
1 =

k

m
:

ẍ+ ω2
1 x = 0

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient
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4.2.2.3 Les solutions de l’équation différentielle

Cette équation présente une solution de la forme :

x (t) = A cosω1 t+B sinω1 t

ou bien :

x (t) = C cos (ω1 t+ ϕ)

On détermine l’expression de la période propre en remplaçant dans l’équation différentielle. On trouve la
période des oscillations :

T1 = 2 π

…
m

k

En prenant par exemple les conditions initiales x (t = 0) = Xm et
dx

dt
(t = 0) = 0, on a :

A = Xm et B = 0.
La solution s’écrit donc :

x (t) = Xm cos (ω1 t)

Le mouvement du point M est un mouvement oscillatoire d’amplitude Xm et de période T2 autour de sa
position d’équilibre.

4.2.2.4 Énergie mécanique du système solideressort

En considérant l’énergie potentielle de peseanteur nulle, on a :

Em =
1

2
mv2 +

1

2
k x2

L’énergie mécaniqueEm se conserve dans le cas où les frottements sont négligés.

4.2.3 L’oscillateur élastique vertical non amorti

Le système est un solide représenté par le pointM de massem. Son mouvement est étudié dans le référentiel
terrestre, considéré galiléen pendant la durée de l’expérience.
Il est tenu par un ressort de longueur à vide ℓ0 et de raideur k.

4.2.3.1 Inventaire des forces extérieures appliquées au système

Les forces appliquées au corps M de masse m sont :

• Le poids
−→
P vertical descendant.

• La force de rappel élastique du ressort
−→
F = −k∆ℓ −→ez .

• La force de frottement (de l’air par exemple) : négligée ici.
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4.2.3.2 Dispositif

−→ez

O

z

À vide

ℓ0

À l’équilibre

ℓéq

∆ℓéq

M

−→
P

−→
Féq

En mouvement

M

ℓ

∆ℓ

z

−→
P

−→
F

FIGURE 4.4 – Oscillateur vertical

L’élongation ∆ℓ du ressort est égale à ℓ− ℓ0 où ℓ0 est la longueur à vide du ressort.
À l’équilibre, l’élongation ∆ℓéq du ressort est égale à ℓéq − ℓ0 où ℓéq est la longueur à l’équilibre du ressort.

4.2.3.3 À l’équilibre

La 2ème loi de Newton s’écrit :

m−→a = m
d2
−−→
OG

dt2
=

−→
0 =

−→
P +

−→
Féq

En projetant cette relation sur l’axe (Oz) et en considérant les frottements négligeables, on obtient :

mg − k (ℓ− ℓéq) = 0

4.2.3.4 En mouvement

La 2ème loi de Newton s’écrit :

m−→a = m
d2
−−→
OG

dt2
=

−→
P +

−→
F

Le mouvement du centre d’inertie du solide de masse est donc décrit par :

d2z

dt2
= mg − k (ℓ)

En combinant avec la relation obtenue à l’équilibre, on obtient :

m
d2z

dt2
= −k (ℓ− ℓéq)

ou encore, en posant z = ℓ − ℓéq (cela revient à choisir la position d’équilibre comme origine, c’est-à-dire

zéq = 0) et ω2
2 =

k

m
:

z̈ + ω2
2 z = 0

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

4.2 Le système solide-ressort 35

4.2.3.5 Les solutions de l’équation différentielle

Cette équation présente une solution de la forme :

z (t) = A cosω2 t+B sinω2 t

ou bien :

z (t) = C cos (ω2 t+ ϕ)

On retrouve pour la période la valeur précédente :

T2 = 2 π

…
m

k
.

Si les conditions initiales sont z (t = 0) = Zm et
dz

dt
(t = 0) = 0, il vient :

A = Zm et B = 0.
La solution s’écrit donc :

z (t) = Zm cos (ω2 t)

Le mouvement du point M est un mouvement oscillatoire d’amplitude Zm et de période T2 autour de sa
position d’équilibre :

z (t)

Zm

t

FIGURE 4.5 – Oscillations libres non amorties

4.2.3.6 Énergie mécanique du système solideressort

L’énergie cinétique du système vaut :

Ec =
1

2
mv2 =

1

2
m ż2

L’énergie potentielle est la somme de l’énergie potentielle de pesanteur et de l’énergie potentielle élastique :

Ep,pes = −mg z + Cte

Ep,él =
1

2
k z2 + Cte

Soit :

Ep = −mg z +
1

2
k z2 + Cte

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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36 LES OSCILLATIONS LIBRES

On en déduit l’énergie mécanique :

Em = Ec + Ep

C’est-à-dire :

Em =
1

2
m ż2 −mg z +

1

2
k z2 + Cte

L’énergie mécaniqueEm se conserve dans le cas où les frottements sont négligés. Si ce n’est pas le cas, les
oscillations sont alors amorties.

4.2.4 L’oscillateur élastique vertical amorti

Le système est un solide représenté par le pointM de massem. Son mouvement est étudié dans le référentiel
terrestre, considéré galiléen pendant la durée de l’expérience.
Il est tenu par un ressort de longueur à vide ℓ0 et de raideur k.
On considérera que des forces de frottement existent et qu’elles peuvent être modélisées par une force

unique de type
−→
f f = −α−→v .

4.2.4.1 Inventaire des forces extérieures appliquées au système

Les forces appliquées au corps M de masse m sont :
• Le poids

−→
P vertical descendant.

• La force de rappel élastique du ressort
−→
F = −k∆ℓ −→ez .

• La force de frottement (de l’air par exemple) :
−→
f f = −α−→v .

4.2.4.2 Dispositif

−→ez

O

z

À vide

ℓ0

À l’équilibre

ℓéq

∆ℓéq

M

−→
P

−→
Féq

En mouvement

M

ℓ

∆ℓ

z

−→
P

−→
F

−→
f f

FIGURE 4.6 – Oscillateur vertical

L’élongation ∆ℓ du ressort est égale à ℓ− ℓ0 où ℓ0 est la longueur à vide du ressort.
À l’équilibre, l’élongation ∆ℓéq du ressort est égale à ℓéq − ℓ0 où ℓéq est la longueur à l’équilibre du ressort.
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4.2 Le système solide-ressort 37

4.2.4.3 À l’équilibre

La 2ème loi de Newton s’écrit :

m−→a = m
d2
−−→
OG

dt2
=

−→
0 =

−→
P +

−→
Féq − α−→v

En projetant cette relation sur l’axe (Oz), on obtient la même relation que pour l’oscillateur non amorti :

mg − k (ℓ− ℓéq) = 0

4.2.4.4 En mouvement

La 2ème loi de Newton s’écrit :

m−→a = m
d2
−−→
OG

dt2
=

−→
P +

−→
F −−→

f f

Le mouvement du centre d’inertie du solide de masse est donc décrit par :

d2z

dt2
= mg − k (ℓ)− α

dz

dt

En combinant avec la relation obtenue à l’équilibre, on obtient :

m
d2z

dt2
= −k (ℓ− ℓéq)− α

dz

dt

ou encore, en posant z = ℓ − ℓéq (cela revient encore une fois à choisir la position d’équilibre comme

origine, c’est-à-dire zéq = 0) et ω2
2 =

k

m
:

z̈ + α ż + ω2
2 z = 0

ou encore :

z̈ + 2λ ż + ω2
2 z = 0

4.2.4.5 Les solutions de l’équation différentielle

Si le cœfficient de frottement α n’est pas trop important, le système possède alors un mouvement pseudo-
périodique amorti.
Ceci est réalisé si ω2

2 est supérieur à λ2. Cette équation présente alors une solution de la forme :

z (t) = e−λ t (A cosω3 t+B sinω3 t)

avec ω3 =
»
ω2
2 − λ2 : pseudo-pulsation. La pseudo-période est donnée par T3 =

2 π

ω3
.

Si le frottement est très faible, la pseudo-période est alors très proche de la période propre de l’oscillateur
non amorti étudié précédemment et T3 ≃ T2.

Si les conditions initiales sont z (t = 0) = Zm et
dz

dt
(t = 0) = 0, on a :

A = Zm et B =
λZm
ω2

≃ 0 si le frottement est très faible.

La solution s’écrit dans ce dernier cas :

z (t) = Zm e
−λ t cos (ω2 t)

Le mouvement du point M est un mouvement oscillatoire d’amplitude Zm et de période T2 autour de sa
position d’équilibre :
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z (t)

Zm

t

FIGURE 4.7 – Oscillations libres amorties

4.2.4.6 Énergie mécanique du système solideressort

L’énergie cinétique du système vaut :

Ec =
1

2
mv2 =

1

2
m ż2

L’énergie potentielle est la somme de l’énergie potentielle de pesanteur et de l’énergie potentielle élastique :

Ep,pes = −mg z + Cte

Ep,él =
1

2
k z2 + Cte

Soit :

Ep = −mg z +
1

2
k z2 + Cte

On en déduit l’énergie mécanique :

Em = Ec + Ep

C’est-à-dire :

Em =
1

2
m ż2 −mg z +

1

2
k z2 + Cte

L’énergie mécaniqueEm diminue dans le cas où les frottements ne sont pas négligés.

Dans le cas où ces frottements sont très faibles et en prenant la constante nulle, on a :

< Em > = 〈Ec〉+ 〈Ep〉

=
1

2
m 〈ż2〉+ 1

2
k 〈z2〉 −mg 〈z〉

=
1

2
mω2

2 Z
2
m 〈sin2(ω2 t)〉+

1

2
k Z2

m 〈cos2(ω2 t)〉

=
1

2
k Z2

m e
−2λ t

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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R 5

Oscillations forcées
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5.1 Masse sur un plan horizontal soumis à une exci

tation sinusoïdale

Considérons un mobileM (m) de masse m, observé dans le référentiel terrestre R galiléen.M est posé sur
un plan horizontal et accroché à un ressort. Il est soumis à :

• son poids
−→
P ,

• la réaction normale au support
−→
N ,

• une force de frottement fluide :
−→
f = −λ−→v (M)/R,

• l’action du ressort :
−→
T de norme k∆ℓ.

L’excitateur est fixé au ressort. Le point de fixation peut se déplacer par rapport à sa position centrale O1.

Soit
−−−−−→
OE1 (t) = xe (t)

−→ex l’écartement du point de fixation par rapport à sa position centrale.

L’excitateur impose une excitation de type sinusoïdal :

xe (t) = XE cos(ω t)

En l’absence d’excitation, quandM est au repos, la position de M est repérée par le point O.
On appellera x (t) l’écartement de M par rapport à O :

−−−−→
OM (t) = x (t) −→ex

xe (t)

x (t)

FIGURE 5.1 – Ressort

5.1.1 Équation différentielle du mouvement

En appliquant le P.F.D à M (m) dans R galiléen, on obtient :

ẍ+
λ

m
ẋ+

k

m
x (t) =

k

m
xe (t)

En posant :

• ω0 =

…
k

m

• λ

m
=
ω0

Q
On obtient :

ẍ+
ω0

Q
ẋ+ ω2

0 x (t) = ω2
0 XE cos(ω t)

5.1.2 Régime forcé ou régime permanent

On considère que le système fonctionne en régimedef]regime@régime!permanent permanent-
def]permanent!regime@régime quand x (t) est à peu près égal à la solution particulière de l’équation
différentielle, à savoir quand :

x (t) ≃ XE cos(ω t+ ϕ)

On appelle X l’amplitude de l’élongation de l’oscillateur et ϕ le déphasage entre l’oscillateur et l’ex-
citateur.

Régime permanent

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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5.2 Résonance en élongation

5.2.1 Notation complexe

Pour étudier le système, nous allons définir les notations complexes :

xe (t) = XE cos(ω t) ↔ xe (t) = XE e
j ω t

x (t) = X cos(ω t+ ϕ) ↔ x (t) = X ej ω t

avec X = X ej ϕ l’amplitude complexe de l’oscillateur.

5.2.2 Amplitude complexe de l’oscillateur

En injectant dans l’équation différentielle, sachant que si par exemple,A est un complexe, on obtient :
dA

dt
= j ω A et

d2A

dt2
= −ω2A, on obtient :

X (u) =
XE

1− u2 + j
u

Q

avec u, pulsation réduite :

u =
ω

ω0

On peut donc déterminer le module de l’amplitude de l’oscillateur et la phase ϕ :

X (u) =
XE 

(1− u2)2 +
u2

Q2

tanϕ = − u

Q(1− u2)

5.2.3 Résonance d’élongation

Par analogie avec l’électricité, il y a résonance d’élongation si et seulement si :

Q >
1√
2
≃ 0,7

À la résonance d’élongation, on obtient les relations suivantes :

ur =

 
1− 1

2Q2
≃ 1 Pour Q grand

Xmax = X (ur) =
QXE 
1− 1

4Q2

≃ QXE Pour Q grand

5.3 Vitesse

5.3.1 Amplitude complexe de la vitesse

L’amplitude complexe de la vitesse est :

v (t) = j ω x (t)

En posant :

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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• v (t) = V (ω) ej ω t

• x (t) = X (ω) ej ω t

On obtient :

V (ω) = j ωX (ω)

En posant :

V (ω) = V (ω) ej ψ (ω)

avec :

• V (ω) : module de la vitesse complexe

• ψ (ω) : déphasage de la vitesse par rapport à l’excitateur

5.3.2 Passage en notation réelle

En considérant que :

• X (ω) = X (ω) ej ϕ (ω)

• j = e
j
π

2

on obtient :




V (ω) = ωX (ω) =
ω0 uXe 

(1 − u2)2 +
u2

Q2

ψ (ω) = ϕ (ω) +
π

2

On montre que ∀Q, pour ur = 1, il y a résonance de vitesse.
À la résonance de vitesse :

• Vmax = V (ω0) = Qω0Xe

• ψ (ω0) = 0 : La vitesse est en phase avec l’excitateur.

5.4 Impédance complexe

Considérons un oscillateur mécanique soumis à l’action d’une force excitatrice d’amplitude-
def]impedance@impédance!complexe complexedef]complexe!impedance@impédanceF .
On définit l’impédance complexe d’un oscillateur mécanique par le rapport :

Z =
F

V

avec V la vitesse complexe.

Impédane omplexe

5.4.1 Force explicite

D’après l’équation différentielle du mouvement de M (m), on obtient l’impédance complexe d’une oscil-
lateur mécanique :

Z (ω) = j mω + λ+
k

j ω

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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5.4.2 Analogie électromécanique

On observe l’équivalence formelle des grandeurs suivantes :

Électricité Mécanique

q (t) x (t)

i (t) v (t)

u (t) f (t)

R λ

L m

1

C
k

TABLE 5.1 – Analogie électro-mécanique

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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R 6

Force centrale
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6.1 Force centrale 45

6.1 Force centrale

Soit M (m) point matériel de masse m, observé dans un référentiel R1 galiléen muni d’un repère d’origine
O.
Soit

−→
F une force agissant sur M (m).

On dit que
−→
F est une forcedef]force!centrale centraledef]centrale!force si et seulement si à tout instant

la force
−→
F est portée par le vecteur

−−→
OM .

Une force centrale possède un support passant par un point fixe, ici O, appelé centre de force.

Fore entrale

6.2 Moment cinétique

Supposons que la vitesse d’un point M (m) dans un référentiel R quelconque soit −−→v(M)/R.

On appelle momentdef]moment!cinetique@cinétique cinétiquedef]cinetique@cinétique!moment de
M , par rapport à O, noté −−→σ(O)/R, la grandeur vectorielle définie par :

−−→σ(O)/R =
−−→
OM ∧ −−→p(M)/R

avec :

−−→p(M)/R = m−−→v(M)/R

Moment inétique

Le moment cinétique s’exprime en kg.m2.s−1.

Les unités

6.3 Théorème du moment cinétique

Supposons que M (m) soit soumis à l’ensemble des forces résultantes Σ
−→
F dans le référentiel R1 galiléen.

On obtient le théorème du moment cinétique, aussi noté T.M.C. :

Ç
d−−→σ(O)/R1

dt

å

R1

= Σ
−−→
OM ∧ −→

F = Σ
−−−→M(O)

É noné

avec :

−−−→M(O) =
−−→
OM ∧−→

F

le moment par rapport au point fixe O de chaque force
−→
F .
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46 FORCE CENTRALE

6.3.1 Application du théorème du moment cinétique à une force

centrale

Soit M (m) un point matériel soumis seulement à la force centrale
−→
F = F (r)−→ur dans R1 galiléen. On

obtient :
Ç
d−−→σ(O)/R1

dt

å

/R1

=
−−→
OM ∧ −→

F =
−→
0

Donc :

−−→σ(O)/R =
−−→
OM ∧−−→p(M)/R1

=
−→
Cte

Sachant que −−→σ(O)/R1
est une constante, on en déduit que la trajectoire est plane, que le plan passe par le

centre de force et qu’il contient
−−→
OM et −−→v(M)/R1

6.4 Nature de la trajectoire d’un point matériel sou

mis à une force centrale

Sachant que la trajectoire du point matériel M (m) de masse m, soumis à la force centrale
−→
F , est plane,

définissons le repère de telle sorte que le plan (O, x, y) soit le plan du mouvement.

6.4.1 Constante des aires

En explicitant le moment cinétique deM (m) par rapport àO dans R1, en coordonnées polaires, on obtient :

−−→σ(O)/R1
= r −→er ∧ (ṙ −→er + r θ̇ −→eθ) = mr2 θ̇ −→ez =

−→
Cte

On en déduit donc la constante des aires, notée C :

C = r2 θ̇ = Cte

6.4.2 Vitesse aréolaire

On définit la vitessedef]vitesse!areolaire@aréolaire aréolairedef]areolaire@aréolaire!vitesse par :

varéo =
C

2

avec C la constante des aires.

Vitesse aréolaire

6.4.3 Énergie mécanique d’un système soumis à une force centrale

Supposons que la force centrale
−→
F soit conservative.

Il en découle que la force
−→
F "dérive" d’une énergie potentielle Ep (r) :

−→
F = −−−→

gradEp ou δW (
−→
F ) =

−dEp.
On utilisant les coordonnées polaires, la constante des aires et en développant l’énergie cinétique dans
l’expression de l’énergie mécanique, on obtient l’énergie potentielle efficace (effective), notée Ep, eff (r) :

Ep, eff =
mC2

2 r2
+ Ep (r)

D’où l’expression de l’énergie mécanique :

Em(M)/R
=
m ṙ2

2
+ Ep, eff = Cte

L’expression
mṙ2

2
représente l’énergie cinétique radiale du système.
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6.5 Étude du mouvement d’un point matériel dans une force centrale d’origine gravitationnelle47

6.4.4 Trajectoire dans un champ newtonien

En explicitant Ep (r) si M (m) est soumis à la force gravitationnelle.
On obtient :

• Si Em(M)/R
= Em1 > 0, on peut dire que le point matériel M est dans un état libre. Il peut évoluer

entre un état minimal r1, défini par ṙ = 0, et l’infini.

• Si Em(M)/R
= Em2 < 0 : Le système est dans un état lié, avec r ∈ [r2; r3]. Dans le cas des positions

extrêmes (r2 et r3), on obtient : ṙ = 0, la vitesse est orthoradiale. On dit que la particule est dans un
puits de potentiel.

6.5 Étude du mouvement d’un point matériel dans une

force centrale d’origine gravitationnelle

Soit un point M , de masse m, placé dans le champ gravitationnel d’un astre, de masse m′.

6.5.1 Formules de Binet (Hors Programme TSI)

Les formules de Binet consistent à exprimer la vitesse de M et son accélération, en fonction de u =
1

r
et

de ses dérivées par rapport à θ.

6.5.2 Force explicite de la trajectoire d’après les formules de Bi

netpro]Binet

On sait que Em(M)/R
= Ec(M)/R

+ Ep(M)
= Cte car la force de gravitation est conservative.

On obtient :

r (θ) =
p

1 + e cos(θ − θ0)

L’équation du mouvement est donc l’équation d’une conique, d’excentricité e et de paramètre p.

6.5.3 Énergie mécanique

On obtient l’expression de l’énergie mécanique en fonction de l’excentricité e :

Em(M)/R
=

−Gmm′

2 p
(1− e2)

De cette expression, on obtient :

e =

 
1 +

2 pEm(M)/R

Gmm′

En en déduit les différentes expressions de l’énergie mécanique en fonction de la trajectoire :
• Pour e = 0, la trajectoire est circulaire :

Em(M)/R
=

−Gmm′

2 p

• Pour 0 < e < 1, la trajectoire de M (m) est elliptique :

−Gmm′

2 p
≤ Em(M)/R < 0

• Pour e = 1, la trajectoire de M (m) est parabolique :

Em(M)/R
= 0

• Pour e > 1, la trajectoire de M (m) est hyperbolique, son énergie mécanique est positive.
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48 FORCE CENTRALE

6.6 Trajectoire elliptique

6.6.1 Trajectoire circulaire

Sachant qu’une trajectoire circulaire est un cas particulier d’une trajectoire elliptique, pour laquelle l’ex-
centricité e est nulle, donc pour laquelle p = r0, le rayon du cercle, on obtient :

Em(M)/R
=
Ep
2

= −Ec/R = Cte

À partir de cette expression pour l’énergie cinétique, et sachant que dans le cas d’une trajectoire circulaire :

v0 = r0 θ̇0

On obtient :

T 2
0

r30
=

4 π2

Gm′
= Cte

On retrouve la troisième loi de Kepler pro]Kepler.

6.6.2 Trajectoire elliptique

6.6.2.1 Propriétés

On définit les caractéristiques suivantes pour une ellipse :

• O : Centre de force

• C : Centre de l’ellipse

• A : Apogée : Distance la plus grande entre le centre de forces et le point matériel

• P : Périgée : Distance la plus courte entre le centre de forces et le point matériel

On obtient les propriétés suivantes pour une ellipse :

• Distance de M au centre de force à l’apogée de l’ellipse rA :

rA = r (π) =
p

1− e

• Distance de M au centre de force au périgée de l’ellipse rP :

rP = r (0) =
p

1 + e

• Le demi grand axe d’une ellipse, noté a, est défini par :

a =
p

1− e2

• Le demi petit axe d’une ellipse, noté b :

b =
p√

1− e2

• Distance focale de l’ellipse ( il existe deux foyers, par symétrie), notée f :

f = e a

D’après l’expression de a, on obtient :

Em(M)/R
=

−Gmm′

2 a
= Cte
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6.6 Trajectoire elliptique 49

6.6.2.2 Lois de Keplerpro]Kepler

Ces lois ont été établies de façon expérimentale par l’astronome J. Kepler.

La première loi de Kepler s’énonce de la façon suivante :

Les centres des planètes décrivent des ellipses dont l’un des foyers est occupé par le soleil

Première loi de Kepler

La deuxième loi de Kepler s’énonce ainsi :

Les rayons vecteurs balaient en des temps égaux des aires égales

Deuxième loi de Kepler

On obtient la troisième loi de Kepler grâce aux calculs précédents :

Les rapports des carrés des périodes de révolution sur les cubes des demi grands axes sont indépen-
dants de la planète considérée

Troisième loi de Kepler

De façon plus précise, on a :

T 2

a3
=

4 π2

Gm′
= Cte

6.6.2.3 Relation avec la vitesse

On a :

v2 = Gm′

Å
2

r
− 1

a

ã

6.6.3 Trajectoire parabolique

Pour une trajectoire parabolique, c’est-à-dire pour e = 1, l’énergie mécanique est nulle. On obtient l’ex-
pression de la vitesse (appelée aussi vitesse de libération. En effet, si le point M possède cette vitesse, elle
part à l’infini, elle se soustrait au champ de forces) :

vℓ =

 
2Gm′

r
= v0

√
2

6.6.4 Satellisation, orbite géostationnaire

6.6.4.1 Vitesse de libération

C’est la vitessedef]vitesse!de liberation@de libérationdef]liberation@libération!vitesse de minimale
pour laquelle l’état est libre. L’orbite est alors parabolique et l’énergie est nulle.
En négligeant la masse du satellite m devant celle de l’astre m′, on obtient vℓ :

vℓ =

 
2Gm′

r

Vitesse de libération
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50 FORCE CENTRALE

À la surface de la terre, en prenant r = RT = 6400 km et m′ = mT = 6,00.1024 kg, on trouve une
vitesse de libération de l’ordre de 11,2 km.s−1 pour un engin spatial.

Remarque

6.6.4.2 Satellite géostationnaire

On dit d’un satellitedef]satellite!geostationnaire@géostationnaire qu’il est géostationnaire-
def]stationnaire!satellite quand il est fixe dans le référentiel terrestre.

Satellite géostationnaire

Ceci implique que sa vitesse angulaire, dans le référentiel géocentrique, est égale à celle de la Terre. Le
satellite vérifie donc la loi des aires.
Sa trajectoire est circulaire et contenu dans un plan. Ce plan est perpendiculaire au moment cinétique et
passe par le centre de forces. La trajectoire s’effectue donc dans le plan de l’équateur.
On montre, avec la troisième loi de Kepler, qu’un tel satellite évolue à une altitude de 36000 km et donc à
42000 km du centre de la terre.

6.6.4.3 Orbite de transfert

On appelle orbitedef]orbite!de transfert de transfertdef]transfert!orbite de ou orbite de Hohmann
pro]Hohmann, la trajectoire elliptique empruntée par le satellite pour se placer sur son orbite géo-
stationnaire.

Orbite de transfert

Cette première phase est dite balistique.
À l’apogée, le rayon doit être le rayon de la trajectoire circulaire.
Le satellite entre alors dans une seconde phase : on donne au satellite à ce point une nouvelle énergie
mécanique pour le mettre sur son orbite circulaire. Cette orbite circulaire peut être géostationnaire.

6.6.4.4 Énergie de satellisation

Soit ∆Em l’énergie de satellisation, dans un référentiel géostationnaire.

On définit la latitudedef]latitude d’un lieu à la surface de la Terre, notée λ, par l’angle entre l’équateur
et le segment [OM ].

Latitude

L’apport d’énergie à fournir pour satelliser un engin spatial autour de la terre à la distance r0 est le suivant :

∆Em = −GmT m

Å
1

r0
− 1

RT

ã
− 1

2
mR2

T ω
2 cos2 λ

On minimise donc l’énergie à fournir avec un lancement à l’équateur, dirigé vers l’est pour profiter de la
rotation de la Terre.
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R 7

Changement de référentiel
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52 CHANGEMENT DE RÉFÉRENTIEL

7.1 Définitions

7.1.1 Présentation

Soient deux référentiels R et R1 en mouvements relatifs. R1 est un référentiel fixe, alors que R est un
référentiel mobile.

7.1.2 Dérivation d’un vecteur quelconque par rapport au temps

Soit −→u = x (t) −→ex + y (t) −→ey + z (t) −→ez un vecteur défini dans R. On obtient :
Å
d−→u
dt

ã

/R1

=

Å
d−→u
dt

ã

/R

+−−−−→ωR/R1
∧−→u

−−−−→ωR/R1
est le vecteur rotation instantanée de R par rapport à R1

Si −→u est fixe dans R, c’est-à-dire que x (t), y (t), z (t) sont des constantes, on obtient :
Å
d−→u
dt

ã

/R1

= −−−−→ωR/R1
∧ −→u

7.1.3 Référentiels en translation

On dit que deux référentielsdef]référentiel!en translation R et R1 sont en translation-
def]translation!référentiel en si −−−−→ωR/R1

=
−→
0 .

Référentiel en translation

7.2 Loi de composition des vitesses, des accélérations

7.2.1 Loi de composition des vitesses

On obtient la relation :
−−→v(M)/R1

= −−→v(M)/R +−−→v(O)/R1
+−−−−→ωR/R1

∧ −−→
OM

On exprime cette relation sous la forme :
−→va = −→vr +−→ve

Avec :



−→va : vitesse absolue : vitesse deMpar rapport àR1

−→vr : vitesse relative : vitesse deMpar rapport àR
−→ve : vitesse d’entraînement : vitesse deRpar rapport àR1

7.2.2 Loi de composition des accélérations

On obtient la relation :

−−→a(M)/R1
= −−→a(M)/R+2−−−−→ωR/R1

∧−−→v(M)/R+
−−→
a(O)/R1

+−−−−→ωR/R1
∧
Ä−−−−→ωR/R1

∧ −−→
OM
ä
+

Ç
d−−−−→ωR/R1

dt

å

/R1

∧−−→OM

On exprime cette relation sous la forme :
−→aa = −→ar +−→ae +−→ac

Avec :



−→ac = 2−−−−→ωR/R1
∧ −−→v(M)/R = 2−−−−→ωR/R1

∧ −→vr : accélération de Coriolis pro]Coriolis
−→ae : accélération d’entraînement, obtenue pour la vitesse de M nulle dans R
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7.3 Référentiel en translation et en rotation 53

7.3 Référentiel en translation et en rotation

7.3.1 Référentiel en translation

Soit R un référentiel en translation par rapport à R1, donc −−−−→ωR/R1
=

−→
0 .

On obtient :

−→va = −→vr +−−→v(O)/R1

−→aa = −→ar +
−−→
a(O)/R1

7.3.2 Référentiel en rotation uniforme autour d’un axe fixe

On dit que le référentieldef]referentiel@référentiel!en rotation uniforme R est en rotationdef]rotation
uniforme!referentiel en@référentiel en uniforme autour d’un axe fixe de R1 quand deux des axes de
R et de R1 sont confondus, avec O qui est confondu avec O1.

Référentiel en rotation uniforme

On obtient, avec
−−→
HM la distance entre l’axe de rotation et le point M ,

−→va = −→vr +−−−−→ωR/R1
∧ −−→
HM

−→ae = −ω2−−→HM

−→aa = −→ar + 2−−−−→ωR/R1
∧−−→v(M)/R − ω2 −−→HM = −→ar +−→ac − ω2−−→HM
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R 8

Référentiel non-galiléen

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
h

ys
iq

u
e

C
h

im
ie

C
P

G
E

TS
I

É
ta

b
li

ss
e

m
e

n
t

S
a

in
t

J
o

se
p

h
L

a
S

a
ll

e

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

8.1 Principe fondamental de la dynamique 55

8.1 Principe fondamental de la dynamique

8.1.1 Dans un référentiel galiléen

Un référentieldef]référentiel!galiléen est dit galiléendef]galiléen!référentiel, ou inertiel, si dans celui-
ci, un objet isolé (sur lequel ne s’exerce aucune force ou sur lequel la résultante des forces est nulle)
est en mouvement de translation rectiligne uniforme (le cas de l’immobilité est un cas particulier de
mouvement rectiligne uniforme).

Référentiel galiléen

Le vecteur vitesse de l’objet précédemment cité est alors un vecteur constant.

Remarque

Soit M (m) un point matériel de masse m observé dans le référentiel R1 galiléen.
Le principe fondamental de la dynamique postule :

Σ
−→
F = m−−→a(M)/R1

Un référentiel galiléen est défini uniquement par l’expérience, ce qui complique sa définition.

Propriété

8.1.2 Dans un référentiel nongaliléen

D’après la loi de composition de l’accélération, et du principe fondamental de la dynamique, on obtient
dans un référentiel R non galiléen :

m−−→a(M)/R = Σ
−→
F +

−→
fie +

−→
fic

Avec :




−→
fie = −m−→ae : force d’inertie d’entraînement
−→
fic = −m−→ac : force d’inertie de Coriolis pro]Coriolis

8.1.3 Forme explicite des forces d’inertie

8.1.3.1 Cas d’une translation

Soit R1 un référentiel galiléen et R un référentiel non galiléen en translation (non uniforme) par rapport à
R1 :





−→
fie = −m−−→

a(O)/R1
: force d’inertie d’entraînement

−→
fic =

−→
0 : force d’inertie de Coriolis pro]Coriolis

On observe bien que, si la translation est uniforme, donc pour
−−→
a(O)/R1

=
−→
0 , le référentiel R1 est galiléen.
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56 RÉFÉRENTIEL NON-GALILÉEN

8.1.3.2 Cas d’une rotation uniforme autour d’un axe fixe

Soit R un référentiel non-galiléen, animé d’un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe fixe de
R1 :





−→
fie = mω2−−→HM : force d’inertie d’entraînement
−→
fic = −2m−−−−→ωR/R1

∧−−→v(M)/R : force d’inertie de Coriolis pro]Coriolis

8.2 Théorème généraux dans un référentiel R non ga

liléen

8.2.1 Théorème de l’énergie cinématique

Le théorème de l’énergie cinétique dans un repère non galiléen s’énonce comme suit :

dEC(M)R = Σ δW +
−→
fie ·

−→
dℓ +

−→
fic ·

−→
dℓ

En explicitant
−→
fic⊥

−→
dℓ, on obtient :

dEC(M)R = Σ δW +
−→
fie ·

−→
dℓ

Théorème

8.2.2 Théorème du moment cinétique

(
d
−−−→
σ(O)/R

dt

)

/R

= Σ
−−−→M(O)(

−→
F ) +

−−−→M(O)(
−→
fie) +

−−−→M(O)(
−→
fic)

avec :




−−−→M(O)(
−→
fie) =

−−→
OM ∧ −→

fie
−−−→M(O)(

−→
fic) =

−−→
OM ∧ −→

fic

8.3 Statique dans le référentiel Terrestre

Soit RGO le référentiel géocentrique, supposé galiléen.

On appelle référentieldef]referentiel@réferentiel!terrestre terrestre-
def]terrestre!referentiel@référentiel, noté RT , le référentiel qui possède comme origine le barycentre
des masses de la Terre, avec trois axes orientés vers trois étoiles lointaines, supposé fixes.
Par définition, le référentiel terrestre RT est en rotation uniforme autour d’un axe fixe de RGO.
Si RGO est supposé galiléen, RT est donc non galiléen.

Référentiel terrestre

Soit M(m) un point matériel de masse m au repos dans RT non galiléen, à la surface terrestre.
On appelle base locale de projection le trièdre orthonormé direct (−→u V ,−→u E ,−→u N ), avec :





−→uE : Vecteur orienté vers l’est
−→uV : Vecteur orienté de direction vertical
−→uN : Vecteur orienté vers le nord

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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8.4 Dynamique dans le référentiel terrestre 57

Soit λ la latitude du lieu (angle entre l’équateur et le point matériel). Par projection de −−−−−−→ωRT /RGO
dans la

base (−→uV ,−→uE,−→uN ), on obtient :

−→ω RT /RGO
= −→ω RT /RGO

cosλ−→uN +−→ω RT /RGO
sinλ−→uV

8.3.1 Définition du poids d’un corps

On appelle poidsdef]poids d’un point matériel M (m) de masse m l’opposé de la tension
−→
T qu’exer-

cerait un fil à plomb sur M au repos dans le référentiel d’étude.
Le poids est noté :

−→
P = m−→g

Poids

Dans un référentiel non galiléen, on obtient :

−→
P =

−GmMT

R2
T

−→uR +mω2 −−→HM

−→g =
−GMT

R2
T

−→uR + ω2−−→HM

8.3.2 Ordre de grandeur

Le terme d’inertie est nul aux pôles, et maximum à l’équateur où il s’oppose à la force de gravitation.

L’écart qu’il y a entre la gravité aux pôles et à l’équateur est dû pour
2

3
au terme d’inertie et pour

1

3
à

l’aplatissement de la terre au niveau des pôles.

8.3.3 Énergie potentielle de pesanteur

Le poids est une force conservative qui dérive de la fonction énergie potentielle de pesanteur, définie dans
RT non galiléen par :

Epp =
−GMT m

r
− m (ω r cosλ)2

2
+A

8.4 Dynamique dans le référentiel terrestre

8.4.1 Point matériel en mouvement dans le plan horizontal

Soit M (m) un point matériel en mouvement dans le plan horizontal, à la surface terrestre.
Dans RT non galiléen, sa vitesse est quelconque.
On obtient l’expression de la force d’inertie de Coriolis pro]Coriolis :

−→
fic =

−→
ficvert +

−→
fichoriz

avec :




−→
ficvert = −2mω cosλ−→un ∧ −−→v(M)/RT

force d’inertie de Coriolis pro]Coriolis verticale
−→
fichoriz = −2mω sinλ−→uv ∧ −−→v(M)/RT

force d’inertie de Coriolis pro]Coriolis horizontale

La composante verticale s’ajoute, ou se soustrait au poids. La composante horizontale dévie M vers l’Est
dans l’hémisphère Nord (sinλ > 0). On observe cette déviation sur le pendule de Foucault pro]Foucault
par exemple.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

58 RÉFÉRENTIEL NON-GALILÉEN

8.4.2 Point matériel en mouvement vertical

Soit M (m) un point matériel en chute libre dans RT non galiléen.
Par application du P.F.D, et sachant que, pour une chute libre, dans un référentiel galiléen, on a :





z̊ (t) = −g t

z (t) = −1

2
g t2 + h

On obtient :




x̊̊ (t) = −2ω z̊ cosλ+ 2ω ẙ sinλ

ẙ̊ (t) = −2ω x̊ sinλ

z̊̊ (t) = −g + 2ω x̊ cosλ

Par application de cette méthode dite des perturbations, on obtient :




x (t) =
ω g t3

3
cosλ

y (t) = 0

z (t) =
−g t2
2

+ h

8.5 Marées océaniques

Nous avons supposé précédemment que le référentiel géocentrique est un référentiel galiléen. En réalité, le
référentiel est non galiléen, car il est en translation circulaire et uniforme par rapport au référentiel hélio-
centrique. Étudions l’influence du Soleil sur la Terre.

Soit
−→
f ie la force d’inertie d’entraînement définie par :

−→
fie = mω2−−→HM

Soit
−→
F S→M la force de gravitation exercée par le Soleil sur le point matériel M , de masse m.

On obtient la relation suivante :

−→
fie +

−−−−→
FS→M = m

−−−→
C(M)

avec
−−−→
C(M) le champ de marées ressenti en M . Nous retiendrons que si le point M est situé en face du

soleil, la force est attractive. Si le pointM est opposé au soleil, la force est répulsive. On observe donc pour
cette force un effet dislocateur.
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R 9

Trajectoires de particules chargées

Dans ce chapitre, afin d’alléger les écritures, les composantes de la vitesse seront notées vx, vy et vz et non
vx (t), vy (t) et vz (t). Il en sera de même pour x, y et z à la place de x (t), y (t) et z (t).

9.1 Force de Lorentzpro]Lorentz!force de

9.1.1 Champ électrique, champ magnétique

9.1.1.1 Clamp électrique

c̀haque fois qu’on détecte une différence de potentiel entre deux points de l’espace, on introduit
une grandeur vectorielle, appelé champdef]champ electrique@champ électrique électrique, noté

−→
E ,

d’unité Volt/mètre (symbole V.m−1sym]V/m!volt par metre@volt par mètre).

Champ életrique

9.1.1.2 Champ magnétique

Un aimant ou un circuit parcouru par un courant peux avoir une action sur une boussole. On modélise
cette action par un champdef]champ magnetique!champ magnétique magnétique, noté

−→
B , d’unité le

tesla (symbole T sym]T!tesla).

Champ magnétique

9.1.2 Force de Lorentzpro]Lorentz!force de
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60 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES

Soit M (m, q) une particule de masse m et de charge q observée dans le référentiel R.

Si M est plongée dans la zone d’action d’un champ électromagnétique (
−→
E ,

−→
B ) avec un vitesse−−→

V(M)/R, elle subit la forcedef]force de Lorentz de Lorentzdef]Lorentz!force de :

−→
Fℓ = q (

−→
E +

−−→
V(M)/R ∧ −→

B )

Fore de Lorentz

Au cours de l’étude du mouvement d’une particule élémentaire chargée, on néglige en général l’in-
fluence de son poids car sa valeur est petite devant les composantes de la force de Lorentz.

Remarque

9.2 Particule dans un champ électrique

Une particule de charge électrique q et de masse m pénètre à l’instant t = 0 en O (x = y = z = 0) avec
une vitesse −→v0 dans une région où règnent un champ électrique uniforme

−→
E uniforme, dirigé suivant l’axe

Oz d’un référentiel muni d’un repère Oxyz orthonormé direct.

La vitesse −→v0 est contenue dans le plan yOz et fait un angle α avec le champ
−→
E .

Cet angle α, angle entre Oz et −→v 0, est compris entre 0 et π.

Déterminons les composantes vx, vy , vz de la vitesse −→v de la particule à l’instant quelconque t.

m
d−→v
dt

= q
−→
E

Avec
−→
E (0, 0, E), on obtient :





m v̇x = 0 1

m v̇y = 0 2

m v̇z = q E 3

L’intégration de ces relations donne :





vx = 0 4

vy = v0 sinα 5

vz =
q E

m
t+ v0 cosα 6

Déterminons la trajectoire de la particule à l’instant quelconque t.

Grâce aux équations 4 , 5 et 6 , on en déduit :




x =
∫
vx = x1

y =
∫
vy = v0 t sinα+ y1

z =
∫
vz =

q E

2m
t2 + v0 t cosα+ z1

Les conditions initiales permettent d’exprimer x1, y1 et z1 (Attention, ces valeurs ne sont pas les valeurs
de x, y et z à l’instant initial !) :





x1 = 0

y1 = 0

z1 = 0

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
h

ys
iq

u
e

C
h

im
ie

C
P

G
E

TS
I

É
ta

b
li

ss
e

m
e

n
t

S
a

in
t

J
o

se
p

h
L

a
S

a
ll

e

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

9.2 Particule dans un champ électrique 61

On a alors les expressions complètes :




x = 0 8

y = v0 t sinα 9

z =
q E

2m
t2 + v0 t cosα 10

On obtient l’équation de la trajectoire en éliminant le temps t :

z (y) =
q E

2mv20 sinα2
y2 +

y

tan α

Cette trajectoire est donc une parabole.

En prenant
q E

2m
= 0,40, v0 = 2,0m.s−1 et α variant de 0 à

9 π

10
par pas de

π

10
, on peut tracer l’allure de la

trajectoire.

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

z

y

−→
E

−→v0 −→v0 −→v0 −→v0
−→v0
−→v0
−→v0

−→v0−→v0−→v0

FIGURE 9.1 – Particule dans un champ électrique

9.2.1 Focalisation

Considérons un faisceau de particules chargées passant dans la zone d’action d’un champ électrique−→
E = E −→ez avec la vitesse initiale −→v0 = v0 cosα −→ez + v0 sinα −→ey . On a alors :




ż = − e

m
E t+ v0 cosα

ẏ = v0 sinα

D’où :




z =

q

m
E t2 + v0 t cosα

y = v0 t sinα

On obtient ainsi :

z(y) =
q E sin2 α

mv20
y2 +

y

tan(α)

La portée maximale est donnée par z(y) = 0 et y 6= 0, soit :

yp =
mv20
eE

sin(2α)

La portée est maximale pour α =
π

4
. Pour des angles proches de α, le faisceau focalise autour de yp.
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62 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES

9.2.2 Canon à électrons

Pour émettre des électrons, on chauffe un filament et on impose aux électrons de passer par des petites
ouvertures.
Les électrons sont arrachés au filament. Soit B le point d’entrée de la phase d’accélération, et A le point de
sortie. On obtient :

dEcB→A
= δW (

−→
Fℓ) = −dEp = −q dV

On a alors :

∆EcB→A
= EcA − EcB =

1

2
m
(
v2A − v2B

)
= q (VB − VA) = −e (VB − VA) = e UAB

En négligeant la diffraction en A (λdB =
h

p
≪ d, avec d diamètre de l’ouverture) et en posant −→vA =

−→
0 ,

on obtient :

vB =

…
2 e UAB
m

9.3 Particule dans un champ magnétique

Par application du théorème de l’énergie cinétique, on montre qu’un champ magnétique ne peut pas
modifier la norme de la vitesse, mais il peut modifier la trajectoire de la particule.

Propriété

Si −→v0 est quelconque, la trajectoire de M (m, q), point matériel de masse m et de charge q, est hélicoïdale
uniforme de vitesse constante en norme (v = v0 = Cte).

Si −→v0 est perpendiculaire à
−→
B , la trajectoire de M (m, q), point matériel de masse m et de charge q,

est un mouvement circulaire uniforme.

Cas partiulier

Une particule de charge électrique q et de masse m pénètre à l’instant t = 0 en O (x = y = z = 0) avec
une vitesse −→v0 dans une région où règnent un champ magnétique uniforme

−→
B , dirigé suivant l’axeOz d’un

référentiel muni d’un repère Oxyz orthonormé direct.

La vitesse −→v0 est contenue dans le plan yOz et fait un angle α avec le champ
−→
B .

On introduit le paramètre ω =
q B

m
.

Déterminons les composantes vx, vy , vz de la vitesse −→v de la particule à l’instant quelconque t.

m
d−→v
dt

= q−→v ∧ −→
B

Avec
−→
B (0, 0, B), on obtient :




m v̇x = q B vy

m v̇y = −q B vx
m v̇z = 0

C’est-à-dire :





v̇x = ω vy 1

v̇y = −ω vx 2

v̇z = 0 3
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9.3 Particule dans un champ magnétique 63

On pourrait tout de suite en déduire :




v̇x(0) = ω vy(0) = ω v0 sinα

v̇y(0) = −ω vx(0) = 0

v̇z(0) = 0

Remarque

• Par intégration des équations différentielles du mouvement :
Comme on cherche les composantes de la vitesse, il est ici plus judicieux de dériver que d’intégrer
une des relations 1 ou 2 .

La dérivation de la relation 2 donne v̈y = −ω v̇x.

La relation 1 permet alors d’écrire :

v̈y + ω2 vy = 0

On en déduit vy = A1 cosω t+B1 sinω t.

À t = 0, vy(0) = v0 sinα (donné dans l’énoncé) et v̇0(0) = 0 (trouvé grâce à la relation 2 à
l’instant initial).
On en déduit donc vy = v0 sinα cosω t.
D’où vx = v0 sinα sinω t.
Quant à la relation 3 , son intégration donne vz = v0 cosα.
On obtient donc finalement :





vx = v0 sinα sinω t 4

vy = v0 sinα cosω t 5

vz = v0 cosα 6

• Par la méthode complexe :
On pose :

Z = vx + j vy

Les équations 1 et 2 permettent d’écrire :

dZ

dt
= v̇x + j v̇y = ω vy − j ω vx = −j ω Z

On obtient alors l’équation différentielle suivante :

dZ

dt
= −j ω Z

qui donne par intégration Z = Z0 e
−j ω t.

Les conditions initiales donnent à t = 0 :
Z(0) = vx(0) + j vy(0) = j v0 sinα = Z0 e

0 = Z0.
On en déduit :

Z = j v0 sinα (cosω t− j sinω t)

Par identification avec Z = vx + j vy , on trouve :





vx = v0 sinα sinω t 4

vy = v0 sinα cosω t 5

Comme précédemment, l’intégration de la relation 3 donne :

vz = v0 cosα 6
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64 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES

Déterminons les équations paramétriques du mouvement.

Grâce aux équations 4 , 5 et 6 , on en déduit :





x =
∫
vx = −v0 sinα

ω
cosω t+ x1

y =
∫
vy =

v0 sinα

ω
sinω t+ y1

z =
∫
vz = v0 t cosα+ z1

Les conditions initiales permettent d’exprimer x1, y1 et z1 (Attention, ces valeurs ne sont pas les valeurs
de x, y et z à l’instant initial !) :





x1 =
v0 sinα

ω

y1 = 0

z1 = 0

On a alors les expressions complètes :





x =
v0 sinα

ω
(1− cosω t) 7

y =
v0 sinα

ω
sinω t 8

z = v0 t cosα 9

Définissons sa trajectoire.
Le mouvement est :

• uniforme suivant l’axe Oz.

• circulaire de rayon
v0 sinα

ω
et tangent à l’axe Oy, en

projection sur le plan Oxy.

La trajectoire est donc une hélice tangente à l’axe O, d’axe
parallèle à Oz,

de rayon R =

 Å
x− v0 sinα

ω

ã2
+ y2 =

v0 sinα

ω

et de pas constant tel que
h

z
=
T

t
:

h = 2 π
v0 cosα

ω

En prenant ω = 10 rad.s−1, B = 1,0T , v0 = 10m.s−1 et
α = 80o, on peut tracer l’allure de la trajectoire.

x

y

z

1
2

-1

-2

1

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

−→
B

−→v0

FIGURE 9.2 – Particule dans un
champ magnétique
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9.4 Particule dans un champ magnétique avec frottement fluide 65

Dans le cas où la vitesse initiale est perpendiculaire au champ magnétique :

Cela revient à prendre α égal à
π

2
.

Dans ce cas, on a toujours :

m
d−→v
dt

= q−→v ∧ −→
B

Avec
−→
B (0, 0, B), on obtient :




m v̇x = q B vy

m v̇y = −q B vx
m v̇z = 0

C’est-à-dire :





v̇x = ω vy 1

v̇y = −ω vx 2

v̇z = 0 3

On obtient :





vx = v0 sinω t 4

vy = v0 cosω t 5

vz = 0 6

Par intégration, on trouve alors :




x =
v0
ω

(1 − cosω t) 7

y =
v0
ω

sinω t 8

z = 0 9

La trajectoire est bien sûr un cercle tangent à l’axe O, d’axe
parallèle à Oz,

de rayon R =

…(
x− v0

ω

)2
+ y2 =

v0
ω

.

En prenant ω = 10 rad.s−1, B = 1,0T et v0 = 10m.s−1,
on peut tracer l’allure de la trajectoire.

x

y

z

1
2

-1

-2

1

-1

−→
B

−→v0

FIGURE 9.3 – Particule dans un
champ magnétique : vitesse et
champ perpendiculaires

Cas partiulier

9.4 Particule dans un champ magnétique avec frot

tement fluide

Considérons un frottement fluide de type
−→
f = −k−→v et supposons que la vitesse initiale −→v 0 soit colinéaire

et de même sens que l’axe Ox.

En posant ω =
q B

m
et τ =

m

k
, les nouvelles équations s’écrivent :
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66 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES





ẍ = +ω ẏ − ẋ

τ
1

ÿ = −ω ẋ− ẏ

τ
2

z̈ = − ż
τ

3

La dernière équation donne z = 0.
Pour le reste, cette fois, la méthode complexe s’impose si on veut être efficace. On pose alors Z = x = j y.
En effectuant la somme 1 + j 2 , on obtient :

ẍ+ j ÿ = − 1

τ
(ẋ+ j ẏ)− j ω (ẋ+ j ẏ)

Soit :

Z̈ +

Å
1

τ
+ j ω

ã
Ż = 0

En intégrant, on obtient :

Ż +

Å
1

τ
+ j ω

ã
Z = Ż(0) +

Å
1

τ
+ j ω

ã
Z(0) = v0

C’est une équation différentielle du premier ordre en Z de solution :

Z = λ e−t/τ
′

+ Zp

avec

1

τ ′
=

1

τ
+ j ω

et

Zp =
v0

1

τ
+ j ω

=

v0

Å
1

τ
− j ω

ã

1

τ2
+ ω2

De plus, à l’instant initial, Z(0) = 0 donne λ = −Zp. On obtient dans ce cas :

Z = Zp
Ä
1− e−t/τ

′
ä
=
v0 τ (1− j ω τ)

1 + ω2 τ2

Ä
1− e−t/τ e−j ω t

ä

Utilisons la formule : ej u = cosu+ j sinu :

Z =
v0 τ

1 + ω2 τ2
(1− j ω τ)

î
1− e−t/τ (cosω t− j sinω t)

ó

En utilisant Z = x+ j y, on peut identifier les parties réelle et imaginaire et on trouve :





x (t) =
v0 τ

1 + ω2 τ2
[
1− e−t/τ (cosω t− ω τ sinω t)

]

y (t) =
v0 τ

1 + ω2 τ2
[
−ω τ + e−t/τ (ω τ cosω t+ sinω t)

]
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9.4 Particule dans un champ magnétique avec frottement fluide 67

0 1 2 3−1

0

−1

−2

−3

−4

−5

y

x

FIGURE 9.4 – Particule dans un champ magnétique avec frottement

Coordonnées du point asymptotique.

Lorsque le temps t tend vers l’infini, on a :





x (t) −→ X∞ =
v0 τ

1 + ω2 τ2

y (t) −→ Y∞ = − ω v0 τ
2

1 + ω2 τ2

Où X∞ et Y∞ sont les coordonnées du point asymptotique P .

Calculons la longueur de la trajectoire.
• Pour cela, il n’est pas nécessaire d’utiliser les équations différentielles précédentes.

En effet, le théorème de l’énergie cinétique permet d’écrire :

dEc
dt

= mv
dv

dt
= P(

−→
f ) = −k v2

On en déduit :

dv

dt
+
v

τ
= 0

Avec une vitesse initiale de norme v0, on exprime la norme de la vitesse :

v(t) = v0 e
−t/τ

• La vitesse est liée à l’abscisse curviligne s par :

v =
ds

dt

La longueur L de la trajectoire est alors donnée par :

L =
∫
ds

=
∫
∞

0
v(t) dt

= v0
∫
∞

0
s−t/τ dt

= −v0 τ [e−tτ ]
∞

0

On en déduit :

L = v0 τ
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68 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES

9.5 Particule dans des champs électrique et magné

tique parallèles

Une particule de charge électrique q et de masse m pénètre à l’instant t = 0 en O (x = y = z = 0)
avec une vitesse −→v 0 dans une région où règnent un champ électrique uniforme

−→
E et un champ magnétique

uniforme
−→
B parallèles, dirigés suivant l’axeOz d’un référentiel muni d’un repèreOxyz orthonormé direct.

La vitesse −→v 0 est contenue dans le plan yOz et fait un angle α avec les champs
−→
E et

−→
B .

On introduira le paramètre ω =
q B

m
.

Pour alléger les écritures, les composantes de la vitesse seront notées vx, vy et vz et non vx(t), vy(t) et
vz(t).
il en sera de même pour x, y et z à la place de x(t), y(t) et z(t).

Déterminons les composantes vx, vy , vz de la vitesse −→v de la particule à l’instant quelconque t.

m
d−→v
dt

= q (
−→
E +−→v ∧ −→

B )

Avec
−→
E (0, 0, E) et

−→
B (0, 0, B), on obtient :





m v̇x = q B vy

m v̇y = −q B vx
m v̇z = q E

C’est-à-dire :




v̇x = ω vy 1

v̇y = −ω vx 2

v̇z = ω
E

B
3

On pourrait tout de suite en déduire :




v̇x(0) = ω vy(0) = ω v0 sinα

v̇y(0) = −ω vx(0) = 0

v̇z(0) = ω
E

B

Remarque

• Par intégration des équations différentielles du mouvement :
Comme on cherche les composantes de la vitesse, il est ici plus judicieux de dériver que d’intégrer
une des relations 1 ou 2 .

La dérivation de la relation 2 donne v̈y = −ω v̇x.

La relation 1 permet alors d’écrire :

v̈y + ω2 vy = 0

On en déduit vy = A1 cosω t+B1 sinω t.
À t = 0, vy (0) = v0 sinα (donné dans l’énoncé) et v̇0 (0) = 0 (trouvé grâce à la relation (2) à
l’instant initial).
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9.5 Particule dans des champs électrique et magnétique parallèles 69

On en déduit donc vy = v0 sinα cosω t.

D’où vx = v0 sinα sinω t.

Quant à la relation 3 , son intégration donne vz = ω
E

B
t+ v0 cosα.

On obtient donc finalement :





vx = v0 sinα sinω t 4

vy = v0 sinα cosω t 5

vz = ω
E

B
t+ v0 cosα 6

• Par la méthode complexe :

On pose :

Z = vx + j vy

Les équations (1) et (2) permettent d’écrire :

dZ

dt
= v̇x + j v̇y = ω vy − j ωvx = −j ω Z

On obtient alors l’équation différentielle suivante :

dZ

dt
= −j ω Z

qui donne par intégration Z = Z0 e
−j ω t.

Les conditions initiales donnent à t = 0 :

Z (0) = vx (0) + j vy (0) = j v0 sinα = Z0 e
0 = Z0

On en déduit :

Z = j v0 sinα (cosω t− j sinω t)

Par identification avec Z = vx + j vy , on trouve :





vx = v0 sinα sinω t 4

vy = v0 sinα cosω t 5

Comme précédemment, l’intégration de la relation (3) donne :

®
vz = ω

E

B
t+ v0 cosα 6

Déterminons les équations paramétriques du mouvement.
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70 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES

Grâce aux équations 4 , 5 et 6 , on en déduit :





x =
∫
vx = −v0 sinα

ω
cosω t+ x1

y =
∫
vy =

v0 sinα

ω
sinω t+ y1

z =
∫
vz = ω

E

2B
t2 + v0 t cosα+ z1

Les conditions initiales permettent d’exprimer x1, y1 et z1
(Attention, ces valeurs ne sont pas les valeurs de x, y et
z à l’instant initial !) :





x1 =
v0 sinα

ω

y1 = 0

z1 = 0

On a alors les expressions complètes :




x =
v0 sinα

ω
(1− cosω t) 7

y =
v0 sinα

ω
sinω t 8

z = ω
E

2B
t2 + v0 t cosα 9

Définissons sa trajectoire.
Le mouvement est :

• uniformément accéléré suivant l’axe Oz.

• circulaire de rayon
v0 sinα

ω
et tangent à l’axe Oy,

en projection sur le plan Oxy.

x

y

z

1
2

1

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

−→
B

−→
E

−→v0

FIGURE 9.5 – Particule dans des champs
électrique et magnétique parallèles

La trajectoire est donc une courbe enroulée sur le cylindre de rayon

R =

 Å
x− v0 sinα

ω

ã2
+ y2 =

v0 sinα

ω
et d’axe parallèle à l’axeOz (donc à

−→
E et

−→
B ) : c’est une sorte

d’hélice avec un pas croissant.

En prenant ω = 10 rad.s−1, E = 0,10V.m−1, B = 1,0T , v0 = 10m.s−1 et α = 80o, on peut tracer
l’allure de la trajectoire.

9.6 Particule dans des champs électrique et magné

tique perpendiculaires

Une particule de charge électrique q et de masse m pénètre à l’instant t = 0 en O (x = y = z = 0) avec
une vitesse −→v0 nulle dans une région où règnent un champ électrique uniforme

−→
E et un champ magnétique

uniforme
−→
B perpendiculaires,

−→
E étant dirigé suivant l’axe Oy et

−→
B suivant l’axe Oz d’un référentiel

muni d’un repère Oxyz orthonormé direct.

On introduit le paramètre ω =
q B

m
.

Déterminons l’équation de la trajectoire de la particule à l’instant quelconque t.

m
d−→v
dt

= q (
−→
E +−→v ∧ −→

B )
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9.6 Particule dans des champs électrique et magnétique perpendiculaires 71

Avec
−→
E (0, E, 0) et

−→
B (0, 0, B), on obtient :





m v̇x = q B vy

m v̇y = q E − q B vx

m v̇z = 0

C’est-à-dire :




v̇x = ω vy 1

v̇y = ω
E

B
− ω vx 2

v̇z = 0 3

Comme on cherche l’équation de la trajectoire sans chercher à déterminer les composantes de la vitesse, il
est ici plus judicieux d’intégrer que de dériver une des relations 1 ou 2 .

L’intégration de la relation 2 donne vy = ω
E

B
t− ω x+ k1.

Les conditions initiales permettent d’en déduire k1 = 0.

La relation 1 permet alors d’écrire :

ẍ+ ω2 x = ω2 E

B
t

On en déduit x = A1 cosω t+B1 sinω t+
E

B
t.

À t = 0, x (0) = 0 et ẋ (0) = 0, ce qui donne :

x =
E

B ω
(ω t− sinω t)

Avec la relation 2 , on a :

ẏ = −ω x+ ω
E

B
t =

E

B
sinω t

qui donne par intégration :

y = − E

B ω
cosω t+ k2

À t = 0, y (0) = 0 donne k2 = − E

B ω
et :

y =
E

B ω
(1− cosω t)

Quant à la relation 3 , son intégration donne vz = 0 puis z = 0.

On aurait pu aussi utiliser la méthode complexe, mais les calculs sont assez simples ici.

Remarque

On a donc finalement :




x =
E

B ω
(ω t− sinω t)

y =
E

B ω
(1− cosω t)

z = 0
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72 TRAJECTOIRES DE PARTICULES CHARGÉES

Définissons sa trajectoire.

La trajectoire est une cycloïde. La distance minimale entre 2 points de la trajectoire dont l’ordonnée est
nulle est égale à ∆x :

∆x = 2 π ρ avec ρ =
E

B ω
.

On a donc ∆x =
2 πE

B ω
.

La période de la cycloïde peut être définie par T =
2 π

ω
=
E

B
∆x.

En prenant ω = 1,0 rad.s−1, E = 0,10V.m−1 et B = 0,20T , on peut tracer l’allure de la trajectoire.

2 π ρ 4 π ρ 6 π ρ 8 π ρ

2E

B ω

−→
E

y

x

∆x

FIGURE 9.6 – Particule dans des champs électrique et magnétique perpendiculaires
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R 10

Mécanique du solide
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74 MÉCANIQUE DU SOLIDE

10.1 Lois de la mécanique d’un système matériel

10.1.1 Modélisation d’un système matériel

On peut modéliser un système matériel de deux façons :

• Approche discrète : M =
∑

i

mi

• Approche continue : M =

∫∫∫

τ

ρ d3τ

Dans la suite de l’exposé, on utilisera souvent la notation discrète, mais la notation continue est tout-à-fait
utilisable. Il faut alors remplacer la somme discrète sur l’indice i par une intégrale sur le volume τ et les
masses mi par la masse élémentaire d3m = ρ d3τ .

10.1.2 Théorème du centre d’inertie (ou de la résultante cinétique

ou de la résultante dynamique ou du centre de masse)

10.1.2.1 Centre de masse

Le barycentre, ou centre de masse ou centre d’inertie, noté G :

M
−−→
OG =

∑

i

mi
−−→
OMi

Centre de masse

Avec un système continu, on a :

−−→
OG

∫∫∫

τ

ρ d3τ =

∫∫∫

τ

ρ
−−→
OM d3τ

Remarque

10.1.2.2 Quantité de mouvement d’un système

On appelle quantité de mouvement totale d’un système, notée
−→
P :

−→
P =

∑

i

mi
−→vi

Quantité de mouvement

Avec un système continu, on a :

−→
P =

∫∫∫

τ

ρ−−→v(M) d
3τ

Remarque

En introduisant le centre de d’inertie, on obtient :

−→
P =M −−→v(G)
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10.2 Théorème du moment cinétique 75

Par application de la deuxième loi de Newton pro]Newton, on obtient alors :

d
−→
P

dt
=
∑−−→

Fext

Ceci constitue le théorème du centre d’inertie (ou de la résultante cinétique ou de la résultante dyna-
mique ou encore du centre de masse).

Théorème

10.1.3 Référentiel barycentrique

Un référentiel barycentrique est un référentiel qui a pour origine le centre de masse du système, et qui
est animé d’un mouvement de translation uniforme par rapport à un référentiel galiléen. On le notera
R∗.

Référentiel galiléen

On note X∗ la grandeurX évaluée dans le référentiel barycentrique.

Dans un référentiel barycentrique, la quantité de mouvement totale
−→
P ∗ =

−→
P /R∗ est nulle :

−→
P ∗ =

−→
0

Propriété

Pour un système ouvert, on considère la masse à l’instant t, et la masse à l’instant t+ dt du système,
plus la masse éjectée durant dt. On peut donc définir dans ce cas un système fermé.

Remarque

10.2 Théorème du moment cinétique

10.2.1 Moment cinétique

Considérons le moment cinétique par rapport à O d’un point matériel M de masse m, animé de la vitesse
−→v dans le référentiel R. On a :

−−→σ(O)/R =
−−→
OM ∧m−→v

On définit alors le moment cinétique pour un ensemble de points (système matériel) par :

−−→σ(O)/R =
∑

i

−−→
OMi ∧m−→vi

Moment inétique

Le transport de moment cinétique peut s’écrire de la façon suivante :

−−→σ(A)/R = −−→σ(O)/R +
−→
AO ∧ −→

P

Avec
−→
P la quantité de mouvement totale du système. Le moment cinétique et la quantité de mouve-

ment constituent donc un torseur cinétique.

Propriété
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76 MÉCANIQUE DU SOLIDE

10.2.2 Premier théorème de Kœnigpro]Koenig

En partant de la décomposition de la vitesse :

−→vi = −−→v(G)/R +
−→
v∗i

où −−→v(G)/R est la vitesse du centre de masse G par rapport au référentiel R et
−→
v∗i la vitesse du pointMi dans

le référentiel barycentrique, on obtient le premier théorème de Kœnig :

−−→σ(O)/R =
−−−→
σ(G)∗ +

−−→
OG ∧M −−→v(G)

Le moment cinétique par rapport à un point fixe est donc égal à la somme du moment cinétique dans
le référentiel barycentrique et du moment cinétique du centre d’inertie affecté de toute la masse du
système : on décompose donc le moment cinétique total en un moment cinétique lié au mouvement de
rotation du système et à un autre lié au mouvement de translation de son centre d’inertie.

Premier théorème

Le moment cinétique, dans le référentiel barycentrique, ne dépend pas du point par rapport auquel on le
calcule. On l’écrit donc :

−−→
σ∗

(G) =
−−→
σ∗

(O) =
−−→
σ∗

(A) =
−→
σ∗

Il plus facile d’évaluer
−→
σ∗ dans le référentiel barycentrique puisque dans celui-ci, le mouvement du

système considéré est un mouvement de rotation.

Remarque

10.2.3 Théorème du moment cinétique en un point fixe d’un référen

tiel galiléen

Soit O un point fixe par rapport à un référentiel galiléen R1. On obtient :

d−−→σ(O)/R1

dt
=
∑

i

−−→
OMi ∧

−−→
Fext =

∑

i

−−−→M(O)(
−−→
Fext)

10.2.4 Théorème du moment cinétique en un point mobile d’un réfé

rentiel galiléen

Soit A un point mobile par rapport au référentiel galiléen R1. On peut alors écrire :

d−−→σ(A)/R1

dt
=
∑

i

−−→
AMi ∧

−−→
Fext −−−→v(A) ∧

−→
P

10.2.5 Théorème du moment cinétique en un point fixe d’un référen

tiel non galiléen

Soit B un point fixe par rapport à un référentiel non galiléen R. On obtient :

d−−→σ(B)/R

dt
=
∑

i

−−−→M(O)(
−−→
Fext) +

−−−→M(O) (
−→
Fie) +

−−−→M(O) (
−→
Fic)
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10.3 Théorème de l’énergie cinétique 77

10.2.6 Théorème du moment cinétique dans le référentiel barycen

trique

En particulier, si R référentiel non galiléen est le référentiel barycentrique R∗ et que le point fixe B est
le point G, centre d’inertie du système,le moment des forces d’inertie de Coriolis

−−−→M(O) (
−→
Fic) est nul car

le référentiel barycentrique R∗ est en translation par rapport à un référentiel R1 galiléen et le moment
des forces d’inertie d’entraînement

−−−→M(O) (
−→
Fie) est nul car l’accélération de G est nulle dans le référentiel

barycentrique. On obtient alors :

d−−→σ(G)/R∗

dt
=
d−−→σ(G)

∗

dt
=
∑

i

−−→
GMi ∧

−−→
Fext

Dans ce cas, on s’affranchit des forces d’inertie. Ce cas particulier du référentiel barycentrique est donc très
intéressant.

10.2.7 Représentation torsorielle

On a les représentations suivantes :

Torseur Cinématique





−→
P
−−→σ(O)

Torseur Dynamique





−→
R =

∑−−→
Fext

−−−→M(O) =
∑

i

−−→
OMi ∧

−−→
Fext

10.3 Théorème de l’énergie cinétique

10.3.1 Énergie cinétique

Par définition, pour un ensemble de points matériels, l’énergie cinétique est définie de la façon sui-
vante :

Ec =
∑

i

1

2
mi v

2
i

É nergie inétique

Pour un système continu, l’énergie cinétique est définie de la façon suivante :

Ec =

∫∫∫
1

2
ρ (M) v2(M) d

3τ

Remarque

10.3.2 Second théorème de Kœnig

Le second théorème de Kœnigpro]Koenig@Kœnig s’énonce de la façon suivante :
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78 MÉCANIQUE DU SOLIDE

Ec = E∗

c +
1

2
M v2(G)

L’énergie cinétique d’un système matériel est égale à la somme de son énergie cinétique dans le réfé-
rentiel barycentrique et de l’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de toute la masse du système.
C’est encore une fois la somme d’une énergie cinétique liée à la rotation su système et d’une énergie
cinétique liée à la translation de son centre d’inertie.

Seond théorème

10.3.3 Théorème de l’énergie cinétique

En partant de l’expression de l’énergie cinétique, on obtient :

∆Ec =Wext +Wint

où Wext est le travail des forces extérieures et Wint le travail des forces intérieures.

Théorème de l'énergie inétique

Si le système est un solide, donc indéformable, le travail Wint des forces intérieures est nul et :

∆Ec =Wext

Remarque

10.3.4 Autres formes du théorème de l’énergie cinétique

Sous forme différentielle, on a :

dEc = δWext + δWint

En utilisant les puissances, on obtient l’expression suivante (appelée parfois théorème de la puissance ciné-
tique) :

dEc
dt

= Pext + Pint

En distinguant les forces conservatives
−→
Fc et les forces non conservatives

−→
Fnc, on peut aussi écrire :

δW (
−→
Fc) = −dEp

oùEp est l’énergie potentielle associée la force conservative
−→
Fc. En introduisant l’énergie mécaniqueEm =

Ep + Ec, on a alors :

∆Em =W (
−→
Fnc)

ou une de ses autres formes (que les forces non conservatives soient intérieures ou extérieures ne change
rien).
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10.4 Cas du solide 79

10.4 Cas du solide

On définit un solidedef]solide par :

∀(A,B) ∈ Système2 ‖ −−→
AB ‖= Cte

C’est donc un système indéformable.

Solide

10.4.1 Cinétique

Considérons un solide, en mouvement dans un référentiel galiléen R1. Soit un référentiel R lié au solide.
Soient A et M deux points du solide. On a la relation suivante :

−−→v(M) =
−−→v(A) +

−−→
MA ∧ −→ω

Champ des vitesses dans un solide

où −→ωR/R1
est le vecteur rotation instantanée de R par rapport à R1. −→ω R/R1

est défini par :

−→ω R/R1
= θ̇ −→ez

si −→ez est le vecteur définissant l’axe de la rotation de R par rapport à R1 et si θ est l’angle de rotation de R
par rapport R1.

10.4.2 Théorème du moment cinétique

10.4.2.1 Solide possédant un point fixe

Soit un solide possédant un point fixe, notée C. D’après la relation précédente, on obtient, pour tout point
M du solide :

−−→v(M) =
−→ω R/R1

∧ −−→
CM

10.4.2.2 Solide possédant un axe fixe

Le vecteur rotation instantanée est porté par l’axe fixe (∆). En appliquant le théorème du moment cinétique
en un point O de cet axe (∆) et en projetant sur un vecteur unitaire −→e∆ porté par ce axe, on obtient :

d−−→σ(O)

dt
· −→e∆ =

−−−−−→M(O),ext · −→e∆

d−−→σ(O) ·
−−→
e(∆)

dt
=

−−−−−→M(O),ext · −→e∆
dσ(∆)

dt
= M(∆),ext

En posant J∆ =
∑

i

miHiMi pour un système discret ou J(∆) =

∫
MH2 dm pour un système continu,

les point Hi étant les projetés des points Mi du solide (H projeté de M ) sur l’axe fixe, ici (∆), on a :

σ(∆) = J(∆) ω = J(∆) θ̇

J∆ est appelé moment d’inertie du solide par rapport à l’axe ∆.
On obtient alors :

dσ(∆)

dt
= J(∆)

dω

dt
= J(∆) θ̈ = M(∆),ext
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80 MÉCANIQUE DU SOLIDE

10.4.3 Théorème de Huyghenspro]Huyghens

Soient (∆) et (∆G) deux droites parallèles distants de d, (∆G) passant par le centre d’inertie G du
système. On a alors :

J(∆) = J(∆G) +M d2

Théorème de Huyghens

10.4.4 Théorème de l’énergie cinétique

10.4.4.1 Énergie cinétique dans le cas général

Il faut utiliser le second théorème de Kœnig :

Ec = E∗

c +
1

2
M V 2

(G)

10.4.4.2 Énergie cinétique d’un solide possédant un point fixe

Soit un solide possédant un point fixe, noté C. On obtient, en partant de l’expression générale de l’énergie
cinétique, et du champ de vitesses, la relation suivante :

Ec =
1

2
−−→σ(C) · −→ω

10.4.4.3 Énergie cinétique d’un solide possédant un axe fixe

Soit un solide possédant un axe fixe, noté ∆. On obtient alors :

Ec =
1

2
J(∆) ω

2

10.4.4.4 Énergie cinétique d’un solide en translation

Dans le cas d’un solde en translation, tous les points du solide ont même vitesse, celle du centre d’inertie,
et on a alors :

Ec =
1

2
M v2(G)

10.5 Contact entre deux solides

10.5.1 Types de mouvements relatifs

Il existe trois types de mouvements relatifs :

• mouvement de translation,

• mouvement de rotation,

• mouvement de roulement.
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10.5 Contact entre deux solides 81

10.5.2 Vitesse de glissement

On considère deux solides en contact. À un instant t donné, on suppose que les points I1, du solide 1, et I2,
du solide 2, sont en contact. On obtient l’expression de la vitesse de glissement, noté −→v g :

−→v g2→1 = −−→v(I2)/R −−−→v(I1)/R

10.5.3 Lois de Coulomb pro]Coulomb pour le glissement

Considérons un contact. La réaction
−→
R peut se décomposer en deux forces :

• −→
T : la force de frottement,

• −→
N : la réaction normale au support.

10.5.3.1 En l’absence de glissement

En l’absence de glissement, on a :

‖−→T ‖ ≤ f0 ‖
−→
N‖

Cas partiulier

Où f0 est le cœfficient de frottement statique.

10.5.3.2 Avec glissement

S’il y a glissement, on a :

‖−→T ‖ = f ‖−→N‖

Où f est le cœfficient de frottement dynamique.

On pourra noter que le coefficient de frottement dynamique est inférieur au coefficient de frottement
statique : f < f0.
Dans la vie courante, on peut remarquer qu’il est plus facile de pousser un objet lourd sur le sol une
fois que son mouvement est amorcé.

Remarque
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R 11

Généralités sur les circuits
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84 GÉNÉRALITÉS SUR LES CIRCUITS

11.1 Le courant électrique

Dans un conducteur électrique, on peut considérer que la vitesse des porteurs de charge est constante, sous
l’action d’une force électromotrice constante, et définie par :

−→v = µ
−→
E

avec :

µ =
q

α

q est la charge et α est le coefficient de frottement fluide.
Soit

−→
j le vecteur défini par :

−→
j = γ

−→
E

où γ est la conductivité sym]gamma@γ !conductivite@conductivitédu conducteur définie par :

γ =
n q2

α

Le sens du courant est celui de
−→
j , et donc celui du champ électrique

−→
E . Cependant, à l’échelle macrosco-

pique, nous n’avons pas accès au sens de
−→
j . Le sens de i, intensité du courant électrique, défini par :

i =

∫∫

S

−→
j ·

−−→
d2S

sym]i !intensite du courant electrique@intensité du courant électrique est donc défini de façon arbitraire.

11.2 Approximation des régimes quasistationnaires

sym]A.R.Q.S. !Approximation des regimes quasi-stationnaires@Approximation des régimes quasi-stationnaires

Cette approximation consiste à considérer qu’en régime variable, l’intensité du courant électrique i (t)
dans un circuit filiforme est le même en tout point du circuit.
Cette approximation est aussi appelée approximation des régimes quasi-permanents, notée
A.R.Q.P.sym]A.R.Q.P.!Approximation des régimes quasi-permanents@Approximation des régimes
quasi-stationnaires. Ceci revient à considérer qu’il n’y pas d’accumulation de charges dans le circuit.

Approximation des régimes quasi-stationnaires, notée A.R.Q.S.

Dans tout ce qui suit, on suppose cette approximation vérifiée.

11.3 Dipôles électriques dans l’A.R.Q.S

11.3.1 Convention d’orientation

L’orientation du courant est définie de manière arbitraire, comme nous n’avons pas accès à
−→
j . Le

courant ainsi défini est algébrique.

Convention

Une tension entre deux points A et B, notée uAB est la différence de potentiel électrique entre ces deux
points :

uAB = VA − VB
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11.3 Dipôles électriques dans l’A.R.Q.S 85

La tension uAB est représentée par une flèche partant de la deuxième lettre (B) et orientée vers la première
(A).
Par définition :

uBA = −uAB

On peut utiliser la convention récepteur :

Convention récepteur : La tension et l’intensité aux bornes d’un dipôle sont opposées.

Convention

Ou bien la convention générateur :

Convention générateur : La tension et l’intensité aux bornes d’un dipôle sont dans le même sens.

Convention

11.3.2 Loi de Kirchhoffpro]Kirchhoff

Les lois de Kirchhoff sont la loi des nœuds et la loi des mailles.

11.3.2.1 Loi des nœuds

Un nœud est un point de connection d’au moins trois fils dans un circuit.

Loi des nœuds : La somme des courants entrants est égale à la somme des courants sortants (Ils peuvent
être algébriques) :

∑

entrant

i (t) =
∑

sortant

i (t)

Loi des noeuds

11.3.2.2 Loi des mailles

Dans un circuit, une branchedef]branche électrique est une portion comprise entre deux nœuds.

branhe

Toute association de branches constituant un contour fermé est une mailledef]maille électrique.

maille

Dans une maille orientée, la somme algébrique des tensions est nulle.

Loi des mailles

Si, au sein de la maille orientée, les tensions sont dans le sens de la maille, elle sont comptées positivement.
Sinon, elle le sont négativement.
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86 GÉNÉRALITÉS SUR LES CIRCUITS

11.3.3 Caractéristique d’un dipôle

On appelle caractéristiquedef]caracteristique@caractéristique!d’un dipole@d’un dipôle d’un dipôle-
def]dipole@dipôle!carcateristique d’un@caractéristique d’un la courbe u = f (i) (ou i = f (u)) d’un
dipôle.

Caratéristique d'un dip� le

Si la caractéristique passe par l’origine O, alors le dipôle est passif. Sinon, il est dit actif.

Propriété

Exemple de dipôle passif : conducteur ohmique.
Exemple de dipôle actif : générateur.

Pour tracer la caractéristique, on se place en convention récepteur.

11.3.4 Montage en série, Montage en dérivation

Une association de dipôles entre deux points A et B sont en sériedef]serie@série!montage en-
def]montage!en serie@en série s’il n’y a pas de nœud entre A et B.
Dans ce cas, le courant i (t) est identique en tout point et la tension entre ces deux points est la somme
des tensions aux bornes des dipôles présents entre ces deux points :

UAB = U1 + U2 + · · · =
∑

k

Uk

Montage en série

Une portion de circuit située entre A et B est considérée en dérivationdef]montage!en derivation@en
dérivation sidef]derivation@dérivation!montage en plusieurs branches sont placées entre ces points.
Dans ce cas :

uAB = u1 = u2 = . . . et itotal = i1 + i2 + · · · =
∑

k

ik

Montage en dérivation

11.4 Présentation des principaux dipôles

11.4.1 Conducteur ohmique

Un conducteur ohmique idéal est caractérisé par sa résistance électriqueRsym]R!resistance electrique@résistance
électrique.
On a les propriétés suivantes :

• uR (t) = R i (t)

• G =
1

R
sym]G!conductance : Sa conductance, d’unité le Siemens.

• Dans un montage en série : Req =

n∑

k=1

Rk

• Dans un montage en dérivation :
1

Req
=

n∑

k=1

1

Rk
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11.4 Présentation des principaux dipôles 87

11.4.2 Condensateur

Un condensateur idéal est caractérisé par sa capacité Csym]C!capacite d’un condensateur@capacité d’un
condensateur.

Cette capacité est exprimée en farads de symbole F , la charge q est exprimée en coulombs de symbole
C et la tension uC en volts de symbole V .

Les unités

On a les propriétés suivantes :

• uC (t) =
qA
C

=
q (t)

C

• Les armatures sont en influence totale, ce qui implique : qA = −qB

• L’énergie emmagasinée par le condensateur est : WC (t) =
1

2
C u2C (t)

• La puissance instantanée est : P (t) =
dWC (t)

dt

• La tension uC (t) est continue à ses bornes. Ceci est une conséquence de la continuité de l’énergie.

O

d

a

i(t) −q (t) = −
∫∫

σ (t) d2S

+q (t) = +

∫∫
σ (t) d2S

i(t)

FIGURE 11.1 – Condensateur 1

• Dans un montage en série :
1

Ceq
=

n∑

k=1

1

Ck

• Dans un montage en dérivation : Ceq =

n∑

k=1

Ck

Assoiation de ondensateurs

11.4.3 Solénoïde ou bobine

Un solénoïde idéal est caractérisé par son inductance Lsym]L!inductance propre.
On a les propriétés suivantes :

• uL (t) = L
di (t)

dt

• La puissance instantanée est : P (t) =
dWL (t)

dt

• L’énergie emmagasinée par le solénoïde est : WL (t) =
1

2
L i2 (t)

• L’intensité i (t) est continue à ses bornes. Ceci est encore une conséquence de la continuité de l’éner-
gie.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

88 GÉNÉRALITÉS SUR LES CIRCUITS

L’inductance propre est exprimée en henrys de symbole H .

Les unités

• Dans un montage en série : Leq =

n∑

k=1

Lk

• Dans un montage en dérivation :
1

Leq
=

n∑

k=1

1

Lk

Assoiation d'indutanes propres

11.4.4 Diodes

Une diode est réelle est caractérisée par sa tension de seuil Us et sa tension d’avalanche Ua.

Une diode idéale est équivalente à un interrupteur.
Pour u (t) > 0, la diode est passante, équivalente à un interrupteur fermé.
Pour u (t) < 0, la diode est non passante, équivalente à un interrupteur ouvert.

Cas partiulier

11.4.5 Source de tension et de courant

11.4.5.1 Source idéale de tension

Une source idéale de tension impose une force électromotrice constante à ses bornes, quelque soit le courant
qui la traverse.

11.4.5.2 Source idéale de courant

Une source idéale de courant impose un courant constant dans sa branche, quelle que soit la différence de
potentiel à ses bornes.

11.4.5.3 Source linéaire de tension ou de courant

Une source linéaire de tension est une source donc la caractéristique est linéarisée, et pour laquelle : u (t) =
E0 − r i (t)

11.4.5.4 Association de sources idéales

En série, pour les sources de tension :

eT =

n∑

k=1

±(ek)

En dérivation, pour les sources de courant :

iT =

n∑

k=1

±(ik)
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R 12

Théorèmes généraux
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90 THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Tous ces théorèmes ne sont applicables que dans le cas d’un dipôle linéaire, c’est-à-dire un dipôle donc la
caractéristique est linéaire.

12.1 Diviseur de tension

Considérons l’association de n conducteurs ohmiques
en série entre deux points A et B.
Soit Uk la tension aux bornes du kème conducteur oh-
mique, de résistance Rk :

Uk =

Å
Rj∑n
k=1 Rk

ã
UAB

Ainsi, on a dans le cas simple ci-contre, on a :

u1 =
R1

R1 +R2
u

Et :

u2 =
R2

R1 +R2
u

R2 u2

R1 u1

u

FIGURE 12.1 – Pont diviseur de tension

12.2 Diviseur de courant

Considérons deux résistances en dériva-
tion.
Soit i le courant entrant, i1 le courant tra-
versant la résistance R1.
On obtient :

i1 =
G1

G1 +G2
i =

Å
R2

R1 +R2

ã
i

i

R1

i1

R2

i2

FIGURE 12.2 – Pont diviseur de tension

12.3 Théorème de Kennellypro]Kennelly

Considérons un montage en étoile contenant les résistances R1, R2, R3.
On obtient le montage équivalent en triangle, contenant les résistances r1, r2, r3, à l’aide des relations :

g1 =
G2G3

G1 +G2 +G3

g2 =
G1G3

G1 +G2 +G3

g3 =
G1G2

G1 +G2 +G3

On a alors gk =
1

rk
et Gk =

1

Rk
.
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12.4 Théorème de Millmanpro]Millman 91

b

b

b

R1

R2

R3

r1

r2

r3

b

b

b

Inversement, on peut exprimer les résistances Rk en fonction des résistances rk :

R1 =
r2 r3

r1 + r2 + r3

R2 =
r1 r3

r1 + r2 + r3

R3 =
r1 r2

r1 + r2 + r3

12.4 Théorème de Millmanpro]Millman

Considérons un circuit composé de plusieurs dipôles : sources de courants, sources de tensions, résistances.
Soit A et B deux points du circuits.

Le théorème de Millman permet de déterminer la tension UAB de la façon suivante :

UAB =

∑n
k=1

Uk
Rk

+
∑m

k=1 ±ik
∑n

k=1

1

Rk

Théorème de Millman
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92 COMPLÉMENTS D’ÉLECTROCINÉTIQUE

R 13

Compléments d’électrocinétique
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13.1 Définitions 93

13.1 Définitions

13.1.1 Intensité du courant

L’intensitédef]intensite@intensité!d’un courant est un débit de charge :

i =
dq

dt

Intensité

13.1.2 Vecteur densité surfacique de courant

On considère une surface Σ.def]densité!de courantdef]courant!densité de On peut écrire :

i =

∫∫

Σ

−→
j · −→n d2S =

∫∫

Σ

−→
j ·

−−→
d2S

Veteur densité surfaique de ourant

Ceci équivaut à :

d3q =
−→
j · −→n d2S dt

Avec
−→
j le vecteur densité surfacique de courant.

Considérons un modèle composé d’un seul type de porteurs de charges. Toutes les charges se déplacent à
la vitesse −→v . Pendant la durée dt, elles parcourent la distance

−→
dℓ (

−→
dℓ est le déplacement élémentaire des

particules) :

−→
dℓ = −→v dt

Toutes les particules appartenant au volume élémentaire Σ dℓ traversent Σ durant la durée dt.
On peut donc écrire :

dq = ρm
−→v · −→n Σ dt

= ρm
−→v · −→n Σ dt

Avec ρm la densité volumique de charges mobiles. D’après les deux expressions de dq on obtient :

−→
j = ρm

−→v

Par un théorème de superposition, on obtient dans un modèle de multiples porteurs de charges :

−→
j =

∑

k

ρm,k
−→vk

13.1.3 Équation de continuité ou conservation de la charge

Considérons un conducteur fermé de section Σ de charge intérieure q. On a les équations suivantes :





i =
∫∫

Σ

−→
j · −→n d2S

i =
−dq
dt

(Conservation de l’énergie )

q =
∫∫∫

τ ρ d
3τ
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94 COMPLÉMENTS D’ÉLECTROCINÉTIQUE

En considérant que cette surface est invariante dans le temps, on obtient :

i = −dq
dt

= −
∫∫∫

τ

∂ρ

∂t
d3τ

=
{

Σ

−→
j · −→n d2S

=

∫∫∫

τ

div
−→
j d3τ (D’après le théorème de Green-Ostogradski)

On obtient donc :
∂ρ

∂t
= −div−→j , soit :

∂ρ

∂t
+ div

−→
j = 0

Ceci est une équation locale, car toutes ses composantes dépendent du point M . Cette équation est l’ex-
pression de la conservation de la charge.
On en déduit qu’en régime permanent, comme ρ est une constante par rapport au temps :

div
−→
j = 0

13.2 Expression de la puissance reçue par un dipôle

Considérons un dipôle contenant des charges mobiles. Considérons une charge q de ce dipôle.

Elle est soumise à la force de Lorentz électrique :

−→
f = q

−→
E

Rappel

On obtient donc le travail de cette force, donné par :

δW = q
−→
E · −→v dt

En discrétisant le problème, et sachant que seules les charges mobiles travaillent, on obtient l’expression du
travail :

W =
∑

qk
−→
EE(M),k · −→vk dt

Cette somme est à réaliser sur l’ensemble des charges mobiles. Dans le cas d’un système continu, on ob-
tient :

W =

∫∫∫

τ

ρm d
3τ

−→
E (M) · 〈−→v 〉dt

D’où l’expression de la puissance :

P =
δW

dt
=

∫∫∫

τ

ρm
−−−→
E(M) · 〈−→v 〉 d3τ

D’où :

P =

∫∫∫

τ

−→
j · −−−→E(M) d

3τ

=

∫∫∫

τ

−→
j ·
Ä
−−−→
grad V

ä
d3τ

=

B∫

A

∫∫

Σ

−−→
j · −→n d2S−−→

grad V · −→dℓ

= −i
B∫

A

dV
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13.3 Conducteur ohmique 95

Cette expression est l’expression de la puissance reçue par le dipôle.
Au final, en développant

−→
j · −−→grad V , on obtient :

P = i (VA − VB)

avec A et B respectivement points d’entrée et de sortie du dipôle.

13.3 Conducteur ohmique

13.3.1 Loi d’Ohmpro]Ohm

Soit la loi d’Ohm :

u = R i

Cette relation revient à dire que :

−→
j = σ′

−→
E

où σ′ est la conductivité en Ω−1.m−1 ou S.m−1.
La loi d’ohm ne s’applique que si ρm est une constante indépendante de

−→
E . En pratique, un dipôle vérifie

la loi d’ohm dans un certain intervalle de valeur pour
−→
E .

13.3.2 Résistance électrique

Considérons un dipôle électrique. On suppose qu’il vérifie la loi d’ohm, donc :

−→
j = σ′

−→
E

De plus, on a les équations suivantes :




i =

∫∫
Σ

−→
j · −→n d2S

−→
E = −−−→

gradV

On en déduit donc que :

VA − VB =

∫ B

A

−→
E · −→dℓ

et :

i =

∫∫

Σ

σ′
−→
E · −→n d2S

VA − VB = R i

Avec R constante, appelée résistance.

Exemple de calcul de résistance :
Considérons un conducteur filiforme de longueur ℓ. Si i 6= 0, alors

−→
E 6= −→

0 , donc les conducteurs ne sont
pas à l’équilibre. On suppose que ce conducteur vérifie la loi d’Ohm. On a alors les deux égalités suivantes :





i =
∫∫

Σ

−→
j · −→n d2S

VA − VB =
∫ B
A

−→
j · −→dℓ
σ′

On se place en régime permanent, donc div
−→
j = 0. On peut donc supposer par exemple que :

−→
j = j (x) −→ex

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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96 COMPLÉMENTS D’ÉLECTROCINÉTIQUE

De plus, nous avons
−→
rot

−→
E =

−→
0 car il n’y a pas de champ magnétique.

On obtient donc :

−→
j = j0

−→ex

On obtient donc :

i = j0 S ⇒ −→
E =

j0
σ′

−→ex

On a alors :

VA − VB =
j0
σ′
ℓ

= i
ℓ

σ′ S

Et :

R =
ℓ

σ′ S
= ρ′

ℓ

S

où ρ′ est la résistivité en Ω.m. On a bien sûr ρ′ =
1

σ′
.

13.3.3 Effet Joule pro]Joule

Considérons un dipôle. Soit P la puissance reçue par ce dipôle. On obtient :

P =

∫∫∫ −→
j · −→E d3τ

Or dans le cas d’un conducteur ohmique :

−→
j = σ′

−→
E

Donc :

P =

∫∫∫
σ′E2 d3τ > 0

Donc un conducteur ohmique ne peut que consommer de l’énergie.
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R 14

Régime transitoire
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98 RÉGIME TRANSITOIRE

14.1 Réponse d’un circuit RC à un échelon de tension

14.1.1 Cas général

Considérons un circuit composé d’une maille de charge, qui contient un générateur E, une résistance R et
un condensateur de capacité C, et d’une maille de décharge, qui ne contient que R et C.

• Un condensateur est constitué de deux surfaces métalliques en regard, appelées armatures, séparées
par un isolant ou diélectrique. La tension uAB aux bornes du condensateur est proportionnelle à la
charge qA :

qA = C uAB = C uC

En convention récepteur, on représente le condensateur par :

A B

C
i

uAB
FIGURE 14.1 – Condensateur : conventions

où la flèche de l’intensité pointe vers l’armature qA.

La constante de proportionnalitéC est la capacité, en farads (F ), q s’exprime en coulombs C et
uAB en volts V .

Les unités

• L’intensité i correspond à un débit de charges q par unité de temps t :

i =
dqA
dt

On en déduit la relation liant intensité et tension :

i = C
duAB

dt
= C

duC
dt

• Si le courant passe dans le sens de la flèche de l’intensité i, alors i est positif, et l’armature A du
condensateur acquiert une charge qA positive — ou, au minimum, augmente : i > 0 implique qA ր.
Inversement si le courant passe en sens inverse, alors i < 0 implique qA ց.

Par application de loi des mailles, on obtient l’équation différentielle de la charge d’un condensateur à
travers une résistance :

duC (t)

dt
+
uC (t)

RC
=

E

RC

On pose τ constante de temps (en secondes) :

τ = RC

sym]tau@τ !constante de temps On obtient l’expression de la tension aux bornes du condensateur qui cor-
respond à la charge de celui-ci :

uC (t) = E

Ñ

1− e
−

t

τ

é

Réponse en tension : Soumis à un échelon de tension 0 → E, la tension du condensateur initialement dé-
chargé est de la forme suivante :
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14.1 Réponse d’un circuit RC à un échelon de tension 99

0 t

uC (t)

E

τ
FIGURE 14.2 – Circuit RC : réponse en tension

Réponse en courant : À partir de la réponse en tension, et de la relation entre l’intensité i et la tension uAB,
on peut en déduire la forme de la courbe i (t) :

0 t

i (t)

E

R

τ
FIGURE 14.3 – Circuit RC : réponse en courant

De façon analogue, par application de loi des mailles, on obtient l’équation différentielle de la décharge :

duC (t)

dt
+
uC (t)

τ
= 0

On obtient l’équation de la décharge :

uC (t) = E e
−

t

τ

14.1.2 Réponse à un échelon de tension

Considérons un système composé d’un G.B.F. (Générateur basse-fréquence), d’une résistance R et d’un
condensateur de capacité C. Sachant que u(t) est continue aux bornes d’un condensateur (car l’énergie
emmagasinée dans celui-ci est continue), on obtient une succession de charges et de décharges, toutes les
demi-périodes du signal échelon.
L’énergie stockée par un condensateur de capacité C, dont la tension aux bornes est uC, vaut :

EC =
1

2
C u2C

Ec s’exprime en Joules (J).

Les unités

Un condensateur s’oppose aux variations brusques de la tension à ses bornes. La tension aux bornes
d’un condensateur n’est jamais discontinue.

Remarque

On peut étudier l’influence de R ou de C. En effet, la valeur de τ est modifiée :

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

100 RÉGIME TRANSITOIRE

0 t

uAB

τ1

τ2 < τ1

τ3 < τ2

FIGURE 14.4 – Charge d’un condensateur : influence de R et C

On peut aussi étudier l’influence de E, à constante de temps τ identique :

0 t

uAB

E1

E2 > E1

E3 > E2

FIGURE 14.5 – Charge d’un condensateur : influence de E

14.2 Réponse d’un circuit RL à un échelon de tension

14.2.1 Cas général

• La relation entre la tension aux bornes de la bobine et l’intensité qui la traverse s’écrit :

uL = r i+ L
di

dt

avec L inductance de la bobine en henrys (H) et r résistance interne de la bobine en ohms (Ω). La
convention récepteur est respectée sur le schéma suivant :

r L

uL

i

FIGURE 14.6 – Schéma d’une bobine

• Une bobine s’oppose aux variations brusques de l’intensité du courant dans le circuit où elle se trouve.
L’intensité du courant dans le circuit ne peut pas subir de discontinuité.

Considérons un circuit composé d’une maille de charge, qui contient un générateur E, une résistance R et
une bobine d’inductance L, ainsi qu’une maille de décharge, qui ne contient que L et R.

Par application de loi des mailles, on obtient l’équation différentielle de la charge :

di (t)

dt
+
R

L
i (t) =

E

L

En posant la constante de temps τ (en secondes) :

τ =
L

R
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14.2 Réponse d’un circuit RL à un échelon de tension 101

sym]tau@τ !constante de temps D’où l’expression de l’intensité au cours de la charge :

i (t) =
E

R

Ñ

1− e
−

t

τ

é

La solution de cette équation a une courbe de la forme suivante, lors de l’établissement du courant :

0 t

i (t)

E

R

τ

FIGURE 14.7 – Circuit RL : réponse en courant

À partir de la réponse en courant précédente, et de la relation entre la tension uL et l’intensité i, on peut
déduire la forme de la réponse en tension uL :

0 t

uL (t)

E

τ

FIGURE 14.8 – Circuit RL : Réponse en tension

Une bobine d’inductance L traversée par un courant d’intensité i emmagasine l’énergie :

EL =
1

2
L i2

EL l’énergie emmagasinée s’exprime en joules (J), L l’inductance en henrys (H) et i l’intensité du
courant en ampères (A).

Les unités

De façon analogue, par application de loi des mailles, on obtient l’équation différentielle de la décharge :

di (t)

dt
+
i (t)

τ
= 0

D’où l’expression de l’intensité pendant la décharge :

i (t) =
E

R
e
−

t

τ

14.2.2 Réponse à un échelon de tension

Considérons un système composé d’un G.B.F., d’une résistance R et d’un solénoïode d’inductance L. Sa-
chant que i (t) est continue au borne d’un solénoïde (car son énergie est continue), on obtient une succession
de charges et de décharges, toutes les demi-périodes du signal échelon.
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102 RÉGIME TRANSITOIRE

14.3 Réponse d’un circuit RLC à un échelon de ten

sion

Considérons un circuit composé d’une maille de charge, qui contient un générateur E, une résistance R,
un solénoïde d’inductance L et un condensateur de capacité C, ainsi que d’une maille de décharge, qui ne
contient que L, R et C.
En posant la pulsation propre ω0 et le facteur de qualité Q :

ω0 =
1√
LC

Q =
Lω0

R

On obtient :

d2uC (t)

dt2
+
ω0

Q

duC (t)

dt
+ ω2

0 uC (t) = ω2
0 E

ou encore :

d2uC (t)

dt2
+ 2λ

duC (t)

dt
+ ω2

0 uC (t) = ω2
0 E

14.3.1 Différents régimes d’évolution

On cherche des solutions du type :

uC (t) = Aer t

où r est une constante. De ce fait,

duC (t)

dt
= Arer t = r uC (t)

et

d2uC (t)

dt2
= Ar2 er t = r2 uC (t)

On obtient l’équation caractéristique :

r2 + 2λ r + ω2
0 = 0

ou encore :

r2 +
ω0

Q
r + ω2

0 = 0

Soit ∆ le discriminant de l’équation caractéristique de cette équation :

∆ = ω2
0

Å
1

Q2
− 4

ã
= 4

(
λ2 − ω2

0

)

Les régimes d’évolutions dépendent du signe de ∆ :

• ∆ = 0, Qc =
1

2
: régime critique avec λ = ω0.

• ∆ > 0, Q < Qc : Régime apériodique avec λ > ω0.

• ∆ < 0, Q > Qc : Régime pseudo-périodique avec λ < ω0.
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14.3 Réponse d’un circuit RLC à un échelon de tension 103

14.3.1.1 Régime pseudopériodique

On peut écrire ∆ sous la forme :

∆ = 4 j2
(
ω2
0 − λ2

)

ou encore :

∆ = j2 ω2
0

Å
4− 1

Q2

ã

Les solutions sont donc du type :

uC (t) = e−λ t (A cosω t+B sinω t) = F e−λ t cos(ω t+ ϕ) = Ge−λ t sin(ω t+ ψ)

avec :

ω =
»
ω2
0 − λ2

ou encore :

ω = ω0

 
1− 1

4Q2

ωsym]omega@ω !pseudo-pulsation est appelée pseudo-pulsation.

Dans cette étude du régime pseudo-périodique, on introduit le décrément logarithmique, défini par :

δ = ln

Å
uC (t)

uC (t+ T )

ã

On obtient, avec uC (t+ T ) = e−λT uC (t) :

δ = λT =
ω0 T

2Q

et, sur n périodes :

δn = n δ

Si le régime est très peu amorti, la période est quasiment égale à la période propre :

T ≃ T0 =
2 π

ω
et Q =

π

Q
=

2 π λ

ω0
.

Remarque

14.3.1.2 Régime apériodique

On a alors :

uC (t) = Aer1 t +B er2 t

ou encore :

uC (t) = e−λ t
(
F e∆ t +Ge−∆ t

)

14.3.1.3 Régime critique

On a alors :

uC (t) = e−λ t (A+B t)
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R 15

Régime sinusoïdal forcé
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15.1 Réponse d’un circuit RLC série à une excitation sinusoïdale 105

15.1 Réponse d’un circuit RLC série à une excitation

sinusoïdale

Considérons une association RLC, contenant un GBF .
Le Générateur Basse Fréquence (GBF ) fournit une tension sinusoïdale e (t) :

e (t) = E cos(ω t+ ϕ)

avec ω = 2 π f .
À l’aide de la loi des mailles, on obtient :

d2uc (t)

dt2
+
ω0

Q

duc (t)

dt
+ ω2

0 uc (t) = ω2
0 e (t) = ω2

0 cos(ω t+ ϕ)

La solution de cette équation est de la forme :

uc (t) = uch (t) + ucp (t)

Avec :

• uch (t) : Solution de l’équation homogène, caractéristique d’un régime transitoire.

• ucp (t) : Solution particulière de l’équation avec second membre, caractéristique d’un régime perma-
nent :

ucp (t) = Uc cos(ω t+ ψ)

15.2 Impédance complexe

15.2.1 Impédance complexe d’un dipôle

Considérons un dipôle en régime sinusoïdal forcé.
On obtient, en utilisant les complexes :

i (t) = IM ej ω t

avec IM = IM ej ϕ

u (t) = UM ej ω t

avec UM = UM ejψ

On appelle impédancedef]impedance@impédance!complexe complexe-
def]complexe!impedance@impédance le scalaire Z défini par :

u (t) = Z i (t)

D’où :

Z =
UM

IM

Soit φ l’argument de Z :

φ = ψ − ϕ

Impédane omplexe

On observe que :

• φ = 0 : u (t) et i (t) sont en phase.

• 0 < φ < π : u (t) est en avance par rapport à i (t) dans le dipôle.

• −π < φ < 0 : u (t) est en retard par rapport à i (t) dans le dipôle.
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15.2.1.1 Impédance d’un conducteur ohmique

Pour un conducteur ohmique, on obtient :

ZR = R

On observe donc que φ = 0, il n’y a donc pas de déphasage entre uR (t) et iR (t) dans une résistance.

15.2.1.2 Impédance d’une bobine

Pour une bobine, on obtient :

ZL = j ω L

On observe donc que φ =
π

2
: uL(t) est en quadrature avance par rapport à iL (t).

15.2.1.3 Impédance d’un condensateur

Pour un condensateur, on obtient :

ZC =
1

j ω C

On observe donc que φ =
−π
2

: uC (t) est en quadrature retard par rapport à iC (t).

15.2.1.4 Loi d’additivité

• Pour des dipôles en série :

Zéq =
n∑

k=1

Zk

• Pour des dipôles en dérivation :

Yéq =
1

Zeq
=

n∑

k=1

1

Zk

15.3 Diagramme de Fresnel pro]Fresnel

Considérons une association RLC en série.
Par application de la loi des mailles :

EM = UR + UC + UL

On construit à partir de ce moment le diagramme de Fresnel :

• On définit une orientation pour les angles, puis on fixe un axe de référence, en général UR = R IM .

• Puis on ajoute UC et UL en respectant la convention d’orientation des angles.

Grâce à ce diagramme, on détermine rapidement le déphasage φ entre IM et EM à l’aide de tan φ :

tanφ =
ZL − ZC

ZR

Dans le cas d’un circuit en dérivation, on peut définir ce diagramme à l’aide des courants et de la loi des
nœuds.
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15.4 Théorèmes généraux en régime sinusoïdal forcé

15.4.1 Lois de Kirchhoff pro]Kirchhoff

15.4.1.1 Loi des nœuds

∑

Entrant

IM =
∑

Sortant

IM

15.4.1.2 Loi des mailles

n∑

k=1

UMk
= 0

15.4.2 Diviseur de tension

Considérons l’association de n conducteurs ohmiques en série entre deux points A et B.
Soit Uk la tension parcourant le kme conducteur ohmique, de résistance Rk :

UMk
=

Ç
Zk∑n
k=1 Zk

å
UM

15.4.3 Diviseur de courant

Considérons deux résistances en dérivation.
Soit i le courant entrant, i1 le courant traversant la résistance R1.
On obtient :

IM1 =

Ç
Z2

Z1 + Z2

å
I

15.4.4 Théorème de Kennelly pro]Kennelly

Considérons un montage en étoile contenant les dipôles d’impédances Z1, Z2, Z3.
On obtient le montage équivalent en triangle, contenant les impédances z1, z2, z3, à l’aide des relations :

y1 =
Y2 Y3

Y1 + Y2 + Y3

y2 =
Y1 Y3

Y1 + Y2 + Y3

y3 =
Y1 Y2

Y1 + Y2 + Y3

On a alors yk =
1

zk
et Yk =

1

Zk
.

Inversement, on peut exprimer les résistances Zk en fonction des résistances zk :

Z1 =
z2 z3

z1 + z2 + z3

Z2 =
z1 z3

z1 + z2 + z3

Z3 =
z1 z2

z1 + z2 + z3
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108 RÉGIME SINUSOÏDAL FORCÉ

b

b

b

Z1

Z2

Z3

z1

z2

z3

b

b

b

15.4.5 Théorème de Millman

Considérons un circuit composé de plusieurs dipôles : Sources de courants, sources de tensions, résistances.
Soient A et B deux points du circuits.
Le théorème de Millmanpro]Millman permet de déterminer la tension UAB de la façon suivante :

EMAB
=

∑n
k=1

EMk

Zk
+
∑m

k=1 IMk

∑n
k=1

1

Zk

Théorème de Millman

15.5 Puissance instantanée et puissance moyenne

15.5.1 Puissance instantanée

Considérons un dipôle quelconque en convention récepteur.

On appelle puissancedef]puissance instantanee@puissance instantanée instantanée, notée P (t), dans
le dipôle AB, en convention récepteur, le produit :

P (t) = u (t) i (t)

Puissane instantanée

Son unité est le Watt.

Les unités

On obtient :

P (t) = UM cos(ω t+ φ) IM cos(ω t)

où φ est le déphasage entre u (t) et i (t) dans le dipôle.
P (t) ne s’exprime jamais avec des grandeurs complexes.
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15.5 Puissance instantanée et puissance moyenne 109

15.5.2 Puissance moyenne

La puissancedef]puissance!moyenne moyenne, notée 〈P (t)〉, d’un signal périodique de période T est
définie par :

〈P (t)〉 = 1

T

∫ t+T

t

P (t) dt

Puissane moyenne

La puissance moyenne consommée par un dipôle en régime sinusoïdal forcé est alors :

〈P (t)〉 = UM IM
2

cos(φ)

15.5.3 Grandeurs efficaces

Soit f (t) une fonction périodique, de période T .
La valeur efficace def]valeur efficace de f (t), notée Feff, est défini par :

Feff =
»
〈f2 (t)〉

avec 〈f2 (t)〉 la valeur moyenne de f2 (t)

Valeur effiae

En régime sinusoïdal forcé, on obtient :

Ueff =
UM√
2

Ieff =
IM√
2

15.5.4 Facteur de puissance

Avec les valeurs efficaces en régime sinusoïdal forcé, on obtient :

〈P (t)〉 = Ueff Ieff cosφ

On appelle cosφ facteurdef]facteur de puissance de puissance du dipôle.

Fateur de puissane

15.5.5 Puissance consommée, Puissance dissipée

En régime sinusoïdal forcé, la puissance moyenne consommée par une résistance est :

〈PR (t)〉 = R I2M
2

La puissance moyenne consommée par un solénoïde (une bobine) ou par un condensateur est nulle car

φ = ±π
2
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R 16

Fonction de transfert
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16.1 Modèle du quadripôle 111

16.1 Modèle du quadripôle

ue usQuadripôle

ie is

Source Charge

16.2 Fonction de transfert complexe

Dans le cas d’une source fournissant un signal sinusoïdal, on définit une fonctiondef]fonction de trans-
fert de transfert complexe par :

H (j ω) =
Xs

Xe

Fontion de transfert omplexe

avec :

• Xs : Grandeur de sortie (Tension ou intensité)

• Xe : Grandeur d’entrée (Tension ou intensité)

Cette fonction de transfert est sans dimension.

16.2.1 Amplitude

Soit ω une pulsation, définie en rad.s−1.

Les unités

On associe à ω une fonction de transfert H (j ω).

On appelle amplitudedef]amplitude A le module de H (j ω). A est l’amplitude de H (j ω) ⇒ A =
|H (j ω)|

Amplitude

16.2.2 Gain en décibels

On définit le gaindef]gains en décibels en décibels d’une fonction de transfert par :

GdB = 20 log(|H (j ω)|)

sym]GdB@GdB!gain d’une fonction de transfert

Gain en déibels

On utilise une échelle logarithmique pour pouvoir couvrir un large spectre de fréquences ou de pulsations :

f =
ω

2 π
.
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112 FONCTION DE TRANSFERT

16.2.3 Bande passante

On définit une bandedef]bande passante passante comme l’ensemble des fréquences {f} vérifiant :

|H (j 2 π f)| ≥ Hmax√
2

Bande passante

16.2.4 Phase

La phasedef]phase φ de la fonction de transfert (H (j ω)) est l’argument de celui-ci :

φ = arg(|H (j ω)|)

Phase

16.3 Représentations

16.3.1 Diagramme de Bode pro]Bode

On définit deux graphiques en échelle semi-logarithmique :
• Celui du gain : log f ou logω en abscisse, GdB en ordonnée.

• Celui de la phase : log f ou logω en abscisse, φ en ordonnée.

16.3.2 Diagramme de Nykwist pro]Nykwist : HP TSI

On définit, dans le plan complexe, un point M qui a pour module H (j ω) et pour angle par rapport à l’axe
de réel, ϕ.

16.4 Lien entre régime transitoire et fonction de trans

fert

16.4.1 Précautions d’utilisation

Pour pouvoir utiliser ce procédé qui permet d’obtenir l’équation temporelle d’après la fonction de transfert,
il faut que, lors de l’obtention de la fonction de transfert, s’il existe plusieurs dipôles identiques dans le
circuit, on les ait considérés de façons différentes (ex : S’il y a deux résistances de valeurR, on pose qu’une
est de valeur R, l’autre de valeur R′, même si R = R′).
À partir de là , on peut passer en temporel, et une fois l’équation différentielle obtenue, on utilise le fait que
R = R′.

16.4.2 Principe

Considérons un quadripôle. Pour déterminer l’équation différentielle relative au régime transitoire, on peut
utiliser la fonction de transfert.
On considère donc que le circuit fonctionne en régime sinusoïdal. Une fois la fonction de transfert établie,

on remplace les (j ω)n Xn par
dnX

dtn
, et on obtient l’équation différentielle qui régit le système en régime

transitoire.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient
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16.5 Type de réponse

16.5.1 Réponse indicielle

La réponse indicielle est la réponse du système à un échelon.

0

e (t) (V )

t (s)

FIGURE 16.1 – Échelon

16.5.2 Réponse impulsionnelle

La réponsedef]reponse impulsionnelle@réponse impulsionnelle impulsionnelle est la réponse du sys-
tème à un échelon de durée τ .

Réponse impulsionnelle

0

e (t) (V )

t (s)

FIGURE 16.2 – impulsion

Dans ce cas, on obtient la propriété suivante, qui est une propriété des transformées de Fourier :

BP × τ = 1

Le produit gain × Bande passante est égal à 1.

Propriété

16.6 Réponse d’un filtre à un signal périodique

Soit e (t) la tension d’entrée du quadripôle.
Si e (t) est de la forme :

e (t) = E cos(ω t)

Alors s (t), la tension de sortie du quadripôle est donnée par :

s (t) = |H (j ω)|E cos (ω t+ arg[H (j ω) ])
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114 FONCTION DE TRANSFERT

16.7 Caractère intégrateur ou dérivateur d’un filtre

16.7.1 Filtre intégrateur

On dit d’un filtredef]filtre!integrateur@intégrateur qu’il est intégrateur si :

s (t) =
1

a

∫
e (t)

ou encore :

e (t) = a
ds (t)

dt

Ce qui signifie que la fonction de transfert du système est de la forme (intégrateur idéal) :

H (j ω) =
1

j a ω

Filtre intégrateur

16.7.2 Filtre dérivateur

On dit d’un filtredef]filtre!derivateur@dérivateur qu’il est dérivateur si :

s (t) = b
de (t)

dt

Ce qui signifie que la fonction de transfert du système est de la forme (dérivateur idéal) :

H (j ω) = j b ω

Filtre dérivateur

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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Diagramme de Bode
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116 DIAGRAMME DE BODE

pro]Bode

Considérons un circuit électrique en régime sinusoïdal forcé. Ce circuit peut se ramener à un quadripôle
caractérisé par

• ue (t) : sa tension d’entrée,

• us (t) : sa tension de sortie.

17.1 Fonction de transfert

On définit la fonction de transfert, notée H (j ω), par le rapport de us (t) sur ue (t) :

H (j ω) =
us (t)

ue (t)
=
uMs

(t)

uMe
(t)

Rappel

17.2 Gain et relation de phase

On définit le gain de la fonction de transfert par :

A = H (ω) =
»
H (jω)H∗ (j ω)

On définit l’argument de la fonction de transfert par :

H (j ω) = H (ω) ej φ (ω)

où φ (ω) est l’argument du complexeH (j ω).

Rappel

En considérant un complexe Z = a+ j b, l’argument de ce complexe est défini par :

φ = arctan
b

a

alors que son module peut être exprimé par :

|Z| =
√
a2 + b2

17.3 Ordre de la fonction de transfert

On définit l’ordredef]ordre d’une fonction de transfertdef]fonction de transfert!ordre d’une de la fonc-
tion de transfert comme le degré le plus élevé du polynôme associé, avec ω la variable.

Ordre d'une fontion de transfert

17.4 Diagramme de Bode

17.4.1 Gain en décibels

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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17.4 Diagramme de Bode 117

On appelle gain en décibels, notée GdB(ω),sym]GdB@GdB!gain d’une fonction de transfert la fonc-
tion définie par :

GdB (ω) = 20 log (H (ω))

Rappel

On utilise, pour le diagramme de Bode, une échelle logarithmique.

17.4.2 Tracé d’un diagramme de Bode pour le gain

On utilise la méthode suivante pour tracer le diagramme de Bode du gain :

• on pose GdB en ordonnée, log(ω) en abscisse,

• on calcule les asymptotes : x→ 0, x→ ∞,

• on prend des valeurs particulières.

17.4.3 Tracé d’un diagramme de Bode pour l’argument

On utilise la méthode suivante pour tracer le diagramme de Bode de l’argument :

• on calcule les asymptotes de tanφ : x→ 0, x→ ∞. On en déduit les asymptotes de φ,

• on prend des valeurs particulières.

17.4.4 Pulsation de coupure à −3 dB

La pulsationdef]pulsation de coupure de coupure à −3 dB, notée ωc, est la pulsation pour laquelle :

GdB(x) = GdBmax − 3dB

Ce qui est équivalent à :

H (x) =
Hmax(x)√

2

Pulstation de oupure

17.4.5 Fonction du 2
nd ordre  Résonance de charge

On observe que sur un montage RLC avec sortie aux bornes du condensateur de capacité C, il y à réso-
nance de charge pour Q > 0,7. À la résonance, les caractéristiques sont les suivantes :

• x0 =

 
1− 1

2Q2

• Hmax =
Q 

1− 1

4Q2

• us (t) est en quadrature retard par rapport à ue (t)
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118 DIAGRAMME DE BODE

17.4.6 Fonction du 2
nd ordre  Résonance de tension

On observe que sur un montage RLC avec sortie au bornes de la résistance R, il y a résonance de tension
∀Q. À la résonance, les caractéristiques sont les suivantes :

• x0 = 1

• Hmax = 1

• us (t) et ue (t) sont en phase.

17.5 Détermination de la nature du filtre

On peut déterminer de façon qualitative le type de filtre créé par le circuit étudié.

17.5.1 Comportement d’une bobine

• En basse fréquence, équivalente à un interrupteur fermé,

• en haute fréquence, équivalente à un interrupteur ouvert.

17.5.2 Comportement d’un condensateur

• En basse fréquence, équivalent à un interrupteur ouvert,

• en haute fréquence, équivalent à un interrupteur fermé.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

119

R 18

Quelques filtres et leur diagramme de
Bode
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18.1 Filtre passebas d’ordre 1

18.1.1 Schéma du circuit

R

Cue us

18.1.2 Étude de la fonction de transfert

H =
1

1 + jRCω
=

H0

1 + j
ω

ω0

=
H0

1 + jx

avec : ω0 =
1

RC
, H0 = 1 et x =

ω

ω0
.

On obtient alors le gain en décibels :

G = 20 log
1√

1 + x2
= −10 log

[
1 + x2

]

et le déphasage :

φ = −arg [1 + jx] = − arctanx

Lorsque x −→ 0 (ω −→ 0), le gain est maximum et le déphasage tend vers 0.

|H |max = H0 = 1

et

Gmax = G0 = 20 log 1 = 0 dB

Pour ω = ω0 (x = 1),

|H| = H0√
2

, G = Gmax − 3 dB = G0 − 3 dB et φ = −π
4

.
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18.1.3 Diagramme de Bode en amplitude

10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0

–60 dB

–50 dB

–40 dB

–30 dB

–20 dB

–10 dB

0 dB

10 dB

-20 dB/décade

bande passante à −3 dB G0 = 20 logH0G0 − 3 dB

18.1.4 Diagramme de phase

-π/2

-π/4

0 10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

122 QUELQUES FILTRES ET LEUR DIAGRAMME DE BODE

18.2 Filtre passehaut d’ordre 1

18.2.1 Schéma du circuit

R

C

ue us

18.2.2 Étude de la fonction de transfert

H =
jRCω

1 + jRCω
=

j
ω

ω0

1 + j
ω

ω0

=
H0

1− j
1

x

avec : ω0 =
1

RC
, H0 = 1 et x =

ω

ω0
.

On obtient alors le gain en décibels :

G = 20 log
1…

1 +
1

x2

= −10 log

ï
1 +

1

x2

ò

et le déphasage :

φ = arg [jx]− arg [1 + jx] =
π

2
− arctanx

Lorsque x −→ ∞ (ω −→ ∞), le gain est maximum et le déphasage tend vers 0.

|H |max = H0 = 1

et

Gmax = 20 log 1 = 0 dB

Pour ω = ω0 (x = 1),

|H| = H0√
2

, G = Gmax − 3 dB et φ =
π

4
.
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18.2.3 Diagramme de Bode en amplitude

10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0

–50 dB

–40 dB

–30 dB

–20 dB

–10 dB

0 dB

10 dB

+20 dB/décade

bande passante à −3 dBGmax = 20 logH0 Gmax − 3 dB

18.2.4 Diagramme de phase

π/4

π/2

0 10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0
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124 QUELQUES FILTRES ET LEUR DIAGRAMME DE BODE

18.3 Filtre passebande : association d’un passehaut

et d’un passebas

18.3.1 Schéma du circuit

R

C

ue

R

Cue us

18.3.2 Étude de la fonction de transfert

Si on note HPB la fonction de transfert du filtre passe-bas et HPH la fonction de transfert du filtre passe-
haut, alors la fonction de transfert de ce filtre est égal au produit des deux :

H = HPB ×HPH

Les gains en décibels s’ajoutent :

G = 20 log|HPB |+ 20 log|HPH |

et les déphasages également :

φ = φPB + φPH

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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18.3 Filtre passe-bande : association d’un passe-haut et d’un passe-bas 125

18.3.3 Diagramme de Bode en amplitude

10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0

–70 dB

–60 dB

–50 dB

–40 dB

–30 dB

–20 dB

–10 dB

0 dB

+20 dB/décade

-20 dB/décade

Gmax

Gmax − 3 dB

18.3.4 Diagramme de phase

-π/2

-π/4

π/4

π/2
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126 QUELQUES FILTRES ET LEUR DIAGRAMME DE BODE

18.4 Filtre passebande d’ordre 2

18.4.1 Schéma du circuit

R

LC

ue us

18.4.2 Étude de la fonction de transfert

H =
1

1 + j
Lω

R
+

1

jRCω

=
1

1 + jQ

Å
x− 1

x

ã

avec : ω0 =
1√
RC

…
R

L
et x =

ω

ω0
.

On obtient alors le gain en décibels :

G = 20 log
1 

1 +Q2

Å
x− 1

x

ã2 = −10 log

ñ
1 +Q2

Å
x− 1

x

ã2ô

et le déphasage :

φ = −arg
ï
1 + jQ

Å
x− 1

x

ãò
= − arctan

ï
Q

Å
x− 1

x

ãò

Lorsque x = 1 (ω = ω0), le gain est maximum et le déphasage est nul.

|H |max = H0 = 1

et

Gmax = 20 log 1 = 0 dB

Si Q > 1, alors il y a un effet de résonance et la bande passante est alors plus étroite.
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18.4 Filtre passe-bande d’ordre 2 127

18.4.3 Diagramme de Bode en amplitude

10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0

–90 dB

–80 dB

–70 dB

–60 dB

–50 dB

–40 dB

–30 dB

–20 dB

–10 dB

0 dB

10 dB

Q = 0.5

Q = 2.0

Q = 3.5

Q = 5.0

+20 dB/décade

-20 dB/décade

Gmax

Gmax − 3 dB

18.4.4 Diagramme de phase
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0
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Q = 2.0

Q = 3.5

Q = 5.0
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128 QUELQUES FILTRES ET LEUR DIAGRAMME DE BODE

18.5 Filtre de Wienpro]Wien

18.5.1 Schéma du circuit

R C

R Cue us

18.5.2 Étude de la fonction de transfert

H =
1

3 + jRCω +
1

jRCω

=
1

3 + j
ω

ω0
− j

ω0

ω

=
1

3 + j

Å
x− 1

x

ã

avec : ω0 =
1√
RC

et x =
ω

ω0
.

|H |max = H0 =
1

3

On obtient alors le gain en décibels :

G = 20 log
1 

9 +

Å
x− 1

x

ã2 = −10 log

ñ
9 +

Å
x− 1

x

ã2ô

et le déphasage :

φ = −arg
ï
3 + j

Å
x− 1

x

ãò
= − arctan

Å
x

3
− 1

3x

ã

Lorsque x = 1, le gain est maximum et le déphasage est nul.

|H |max = H0 =
1

3

et

Gmax = 20 log
1

3
= −20 log 3 ≃ −9,5 dB
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18.5 Filtre de Wienpro]Wien 129

18.5.3 Diagramme de Bode en amplitude

10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0 103ω0

–80 dB

–70 dB

–60 dB

–50 dB

–40 dB

–30 dB

–20 dB

–10 dB

0 dB

+20 dB/décade

-20 dB/décade

Gmax

Gmax − 3 dB

18.5.4 Diagramme de phase
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130 QUELQUES FILTRES ET LEUR DIAGRAMME DE BODE

18.6 Filtre passebas d’ordre 2

18.6.1 Schéma du circuit

C

LR

ue us

18.6.2 Étude de la fonction de transfert

H =
1

1− LCω2 + jRCω
=

1

1−
Å
ω

ω0

ã2
+
j

Q

ω

ω0

=
1

1− x2 + j
x

Q

avec : ω0 =
1√
LC

, Q =
1

R

…
L

C
et x =

ω

ω0
.

On obtient alors le gain en décibels :

G = 20 log
1 

(1− x2)
2
+
x2

Q2

= −10 log

ï(
1− x2

)2
+
x2

Q2

ò

et le déphasage :

φ = −arg
Å
1− x2 + j

x

Q

ã
= − arctan

x

Q

1− x2

Lorsque x −→ 0, le gain est maximum et le déphasage tend vers 0.

|H |max = H0 = 1 et Gmax = 20 log 1 = 0dB

Lorsque x = 1, le déphasage est égal à −π
2

et H = |H | est maximum : il vaut Hmax =
2Q2

√
4Q2 − 1

> 1.

Si Q >
1√
2

, il y a un pic de résonance pour la tension de sortie.
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18.6 Filtre passe-bas d’ordre 2 131

18.6.3 Diagramme de Bode en amplitude

10−2ω0 10−1ω0 ω0 101ω0 102ω0
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G0 = 20 logH0G0 − 3 dB

18.6.4 Diagramme de phase
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R 19

Optique géométrique
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134 OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

19.1 Généralités

19.1.1 Fréquences et longueurs d’onde

Ondes hertziennes

Microondes

Infrarouge

Ultraviolet

Rayons X

Rayons γ

Lumière visible

VHF TV

UHF
Radars

Radio FM

Fréquence
(Hz)

Longueur
d’onde (m)

103

106

109

1012

1014
1015

1018

1021

105

103

1

10−2

10−6

10−9

10−12

FIGURE 19.1 – Fréquences et longueurs d’onde

19.1.2 Couleurs du domaine visible

350 400 450 500 550 600 650 700 750 λ[nm]

FIGURE 19.2 – Longueurs d’onde dans le visible

Considérons une onde lumineuse. Soit λ sa longueur d’onde, T sa période spatiale. Notons n l’indice du
milieu, avec n (λ) dans le cas d’un milieu dispersif.

• c étant la célérité de la lumière dans le vide, on a :

λ = c T (dans le vide)
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19.2 Relations de Snell-Descartes 135

• v étant la vitesse de la lumière dans un milieu d’indice n, on a :

v =
c

n

Dans un milieu dispersif, une source polychromatique (par exemple, de la lumière blanche) est décompo-
sée, avec des déviations différentes pour chaque longueur d’onde.
Ainsi, lorsque la lumière blanche traverse un prisme, le bleu est plus dévié que le rouge.
À travers un réseau, c’est l’inverse.

Dans un milieu homogène, la lumière se propage en ligne droite.

19.1.3 Vocabulaire

• Plus un milieu possède un indice important, plus on dit de celui-ci qu’il est réfringent.

• Un milieu est dit homogène si ses propriétés physiques sont invariantes dans l’espace. Sinon, on dit
qu’il est inhomogène.

• Un milieu est isotrope si ses propriétés sont identiques dans toutes les directions. Dans le cas contraire,
on dit qu’il anisotrope.

• Dioptre : surface de séparation des deux milieux transparents.

• Rayon incident : rayon lumineux arrivant sur le dioptre.

• Point d’incidence I : point d’intersection entre le rayon incident et le dioptre.

• Rayon réfracté : Rayon lumineux traversant le deuxième milieu.

• Normale N : droite passant par I et perpendiculaire au dioptre.

• Angle d’incidence i1 : formé par la normale et le rayon incident.

• Angle de réfraction i2 : formé par la normale et le rayon réfracté.

L’indice de réfraction d’un milieu transparent est le rapport de la célérité (c) de la lumière dans le vide et
(v)dans le milieu considéré.

c = 3,00.108m.s−1

n =

c

vIndice
(sans)

Célérité dans le
vide (m.s−1)

Célérité dans le
milieu (m.s−1)

Plus l’indice de réfraction d’un milieu transparent est grand, plus le milieu est réfringeant.

19.2 Relations de SnellDescartes

Considérons deux milieux (homogènes) d’indices différents (n1 et n2). On appelle dioptredef]dioptre, la
surface de séparation entre ces deux milieux.
On appelle plan d’incidencedef]plan d’incidence, notée Π, le plan défini par le rayon incident, et la normale
en I , le point où le rayon atteint le dioptre.
Sur le dioptre, le rayon incident subit une réflexion et une réfraction. Ces rayons vérifient les lois de Snell-
Descartespro]Snell-Descartes.
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136 OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

19.2.1 Lois de SnellDescartes

Soit n1, n2 les indices respectifs des milieux 1 et 2. Soit i1, i2 les angles respectivement formés avec la
normale par le rayon incident et le rayon réfracté. Soit r l’angle formé avec la normale par le rayon réfléchi.

Le rayon incident, le rayon réfléchi et le rayon réfracté sont un même pan : le plan d’incidence Π.

Loi de Desartes

Le rayon réfléchi et le rayon incident forment le même angle avec la normale : i1 = r.

Loi de Desartes

n1 sin i1 = n2 sin i2

Loi de Desartes

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

i1

i2

FIGURE 19.3 – Réfraction

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

i1 i1

i2

FIGURE 19.4 – Réflexion

On a par exemple, avec l’indice de l’air n1 = 1,0 et celui de l’eau n2 = 1,33 :

Air

Eau
i2

i1

FIGURE 19.5 – Lois de Snell-Descartes

19.2.2 Principe de retour inverse de la lumière
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19.2 Relations de Snell-Descartes 137

Si un rayon va du point A au point B, il utilisera le même itinéraire pour faire le chemin inverse.

Prinipe de retour inverse

19.2.3 Angle limite et réflexion totale

Considérons un rayon évoluant d’un milieu plus réfringent vers un milieu moins réfringent (n2 < n1).
Lorsque i1 augmente, i2 augmente aussi. Puisque n1 > n2, i2 est plus grand que i1 et sin i2 > sin i1. sin i2
ne peut dépasser 1 et lorsque sin i2 = 1, i1 = iℓ.

sin iℓ =
n2

n1

Pour tous rayons ayant un angle d’incidence i1 > iℓ, il n’y a pas de rayon réfracté : il y a réflexion totale
dans le milieu le plus réfringent.

• n1 < n2

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

i1

i2

Le rayon réfracté se rapproche de la normale.

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

i1

i2lim

Cas limite.

• n1 > n2

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

i1

i2

Le rayon réfracté s’éloigne de la normale.

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

i1lim

i2

Cas limite.

Quand la lumière passe d’un milieu plus réfringent vers un milieu poins réfringent (n1 > n2), il existe un
angle d’incidence limite au delà duquel, il n’y a plus de réfraction, mais seulement réflexion sur le dioptre.
Le dioptre se comporte alors comme un miroir.
C’est le phénomène de réflexion totale.

Il est utilisé dan les fibres optiques. Dans ce cas, n2 > n1.

n1

n1

n2

FIGURE 19.6 – Fibre optique
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138 OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

19.2.4 Milieu inhomogène

Considérons un milieu inhomogène.On a :

• n (z) sin i(z) = Cte

• Les rayons lumineux fuient les régions d’indice important.

• Les rayons lumineux restent confiné dans une gaine par le phénomène de réflexion totale, quand
i1 > iL.

19.3 Principe de Fermat pro]Fermat

Le chemindef]chemin optique optique entre deux points quelconques A et B, noté LAB , est défini
par :

LAB =

∫ b

a

n dℓ

avec n, indice du milieu.

Chemin optique

Le chemin optique effectivement suivi par la lumière est stationnaire.

Prinipe de Fermat

Grâce à ce principe et cette définition, on peut retrouver toutes les relations de Snell-Descartes.

19.4 Déviation

Considérons un système optique, noté S.O. On appelle déviationdef]deviation@déviation d’un rayon
lumineux par un S.O. l’angle entre le rayon incident et le rayon émergent. Si l’on convient d’une
orientation des angles, la déviation, notée D, est algébrique.

Déviation

19.5 Vision d’image, conditions de Gauss

En optique géométrique, une image résulte de l’intersection de rayons ou de supports de rayons issus d’un
même point objet.

On appelle axedef]axe optique optique l’axe de symétrique du S.O. orienté dans la direction du rayon
incident.

Axe optique

19.5.1 Objets réel et virtuel

On définit des objets réels et virtuels, respectivement des images réelles et virtuelles, de la façon suivante :

Réel Virtuel

Rayon incident Vient de l’objet Semble converger vers l’objet

Rayon émergent Converge vers l’image Semble provenir de l’image

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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19.6 Miroirs sphériques dans les conditions de Gauss : Hors Programme TSI 139

On dit d’un systèmedef]systeme optique aplanetique@système optique aplanétique optique qu’il est
aplanétique si l’image A′B′ de l’objet AB, normal à l’axe optique, est également normal à l’axe
optique.

Système optique aplanétique

19.5.2 Stigmatisme rigoureux

On dit d’un système optique qu’il est rigoureusement stigmatiquedef]stigmatisme!rigoureux pour un
couple de points (A,A′), si tous les rayons issus de A passent par A′ après avoir traversé le S.O.
Le seul système optique rigoureusement stigmatique est le miroir plan.

Stigmatisme rigoureux

19.5.3 Stigmatisme approché

On dit d’un système optique qu’il est rigoureusement stigmatique-
def]stigmatisme!approche@approché pour un couple de points (A,A′), si tous les rayons issus
de A passent au voisinage immédiat de A′ après avoir traversé le S.O.
On se contente la plupart du temps de ce stigmatisme approché.

Stigmatisme approhé

19.5.4 Conditions de Gauss pro]Gauss

En général, un système optique peut satisfaire un stigmatisme approché dans un S.O. en se plaçant dans les
conditions de Gauss :

• Les rayons lumineux sont peu inclinés par rapport à l’axe optique

• Les rayons lumineux sont peu éloignés de l’axe optique
Hors de ces conditions, on risque d’observer une image floue, accompagnée d’aberrations chromatiques et
géométriques.

19.6 Miroirs sphériques dans les conditions de Gauss :

Hors Programme TSI

La notation X signifie que X est une grandeur algébrique.

Considérons un miroir sphérique.
On appelle sommet, noté S, l’intersection du miroir avec l’axe optique. On note C, le centre de cour-
bure de la calotte sphérique et F le foyer, tels que :

SF =
SC

2

Miroirs sphériques

Dans l’étude d’un miroir sphérique, on a les propriétés suivantes :
• Un rayon lumineux incident parallèle à l’axe optique passe par un point particulier qu’on appelle

foyer, noté F , après réflexion.

• Un rayon incident passant par F est réfléchi parallèlement à l’axe optique.

• Un rayon incident passant par C repasse par ce point après réflexion.

• Tout rayon passant par S est réfléchi symétriquement par rapport à l’axe optique.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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140 OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

19.6.1 Grandissement et relation de conjugaison

On appelle grandissementdef]grandissement, noté γ, le rapport entre la dimension de l’imageA′B′ et
celle de l’objet AB :

γ =
A′B′

AB

Grandissement

On définit la relation de conjugaison d’un S.O., relative à une origine, à l’aide du théorème de Thalès
pro]Thales@Thalès.

Pour un miroir sphérique avec origine au sommet, on obtient :

1

SA′
+

1

SA
=

1

SF

Propriété

19.6.2 Plan focal et foyer secondaire

On appelle plandef]plan focal focal, noté Π, la plan normal à l’axe optique passant par le foyer F .
Tout point du plan focal constitue un foyer secondaire.

Plan foal

On utilise un foyer secondaire dans l’étude d’un faisceau de lumière parallèle arrivant incliné par rapport à
l’axe optique.

19.7 Lentille mince dans les conditions de Gauss

Une lentille mince résulte de l’association de deux dioptres sphériques, généralement l’un en Flint et l’autre
en Crown. On dit d’une lentille qu’elle est mince quand son épaisseur ”e” est négligeable devant chacun
des rayons de courbure des dioptres sphériques.

19.7.1 Lentilles convergentes

Ces lentilles vérifient une série de propriétés :

• Tout rayon incident parallèle à l’axe optique d’une lentille convergente passe par un point parti-
culier appelé foyer image de la lentille, noté F ′.

• Une lentille est symétrique dans son action sur la lumière. À tout foyer image F ′ on associe un
foyer objet F par symétrie par rapport à O.

• Tout rayon incident passant par F , foyer objet, donne un rayon parallèle à l’axe optique après la
traversée d’une lentille convergente.

• Tout rayon incident passant par O, centre de la lentille, n’est pas dévié.

Propriétés
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19.7.2 Lentilles divergentes

Ces lentilles vérifient une série de propriétés :

• Tout rayon incident passant par le foyer F d’une lentille divergente donne un rayon parallèle à
l’axe optique après passage dans le S.O..

• Une lentille est symétrique dans son action sur la lumière. À tout foyer image F ′ on associe un
foyer objet F par symétrie par rapport à O.

• Tout rayon incident parallèle à l’axe optique d’une lentille divergente donne un rayon divergent
donc le support passe par le foyer image F ′.

• Tout rayon incident passant par O, centre de la lentille, n’est pas dévié.

Propriétés

19.7.3 Distance focale et vergence

On appelle distancedef]distance focale focale image, la distance entre le centre optiqueO d’une lentille
et le foyer image F ′ :

f ′ = OF ′

Distane foale

Pour les lentilles convergentes, f ′ > 0 alors que pour les lentilles divergentes, f ′ < 0.

Remarque

On appelle vergencedef]vergence d’une lentille l’inverse de la distance focale :

v =
1

f ′

L’unité de la vergence est la dioptrie, notée δ : 1 δ = 1m−1.

Vergene

19.7.4 Relation de conjugaison

Dans le cas d’une lentille mince, la relation de conjugaison est obtenue grâce à la relation de Thalès :

1

OA′
− 1

OA
=

1

f ′

19.7.5 Plan focal et foyer secondaire

Le plan focal est défini comme la perpendiculaire à l’axe optique passant par un foyer.

Rappel

Pour une lentille mince, on définit le plan focal objet, noté Π, et le plan focal image, noté Π′.

On associe à ce plan focal un ensemble de propriétés :
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142 OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

• Un faisceau de lumière parallèle, incliné par rapport à l’axe optique d’une lentille convergente
focalise en un point appartenant au plan focal objet, appelé foyer secondaire.
Sa position est donnée par un rayon incident passant par O.

• Un faisceau de lumière parallèle incliné par rapport à l’axe optique d’une lentille divergente
donne un faisceau divergent dont le support focalise en un point appartenant au plan focal image,
appelé foyer secondaire.
Sa position est donnée par un rayon incident passant par O.

Propriétés

Grâce à ces propriétés, on peut étudier tous types de rayons incidents. On dit que l’objet est à l’infini ou que
l’image d’un objet est à l’infini si respectivement les rayons incidents ou émergents sont parallèles à l’axe
optique.
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R 20

Étude du prisme

Les différentes couleurs de la lumière blanche ne sont pas toutes réfractées de la même manière : le
violet est plus réfracté que le rouge.
Cela permet la décomposition de la lumière blanche par un prisme par exemple.

Dispersion

dioptre milieu 1
milieu 2

N

I

FIGURE 20.1 – Dispersion

n étant l’indice de réfraction du verre, i1 l’angle d’incidence du rayon sur la face d’entrée, la loi de Snell-
Descartes permet de calculer l’angle r1 de réfraction en I1 de l’air dans le verre.

sin i1 = n sin r1 =⇒ r1 = arcsin

Å
sin i1
n

ã

Le rayon lumineux subit ensuite une deuxième réfraction en I2, lors du passage du verre dans l’air :

n sin r2 = sin i2 =⇒ i2 = arcsin (n sin r2)

En I1, le rayon est dévié d’un angle i1 − r1 et en I2 de i2 − r2.
L’angle de déviation D est alors le suivant :

D = i1 + i2 − (r1 + r2) = i1 + i2 −A

Cette déviation passe par un minimum lorsque dD = 0, soit r1 = r2 =
A

2
, ce qui permet d’en déduire la

valeur que doit posséder l’angle d’incidence d’entrée :

sin im = n sin
A

2
=⇒ im = 48,6◦ (A = 60, n = 1,5)
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⊕

A
i1

r1
r2

i2
D

n

I1

I2

FIGURE 20.2 – Déviation à travers un prisme : premier schéma

Â

bc

bc

bc

FIGURE 20.3 – Déviation à travers un prisme : deuxième schéma
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Â

bc

bc

bc

Â

bc

bc

bc

i1

r1
I1 r2

i2

I2

Â

bc

bc

bc

“D

FIGURE 20.4 – Dispersion par un prisme : principe

FIGURE 20.5 – Dispersion par un prisme
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R 21

Atomistique

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

148 ATOMISTIQUE

21.1 Sources et évolution de la mécanique quantique

21.1.1 Loi de Planck

Une onde de fréquence ν peut être représentée comme une paquet de photons. Chaque photon possède une
énergieE définie par :

E = h ν

Avec h, la constante de Planckpro]Planck :

h = 6,62.10−34 J.s

On introduit aussi ~, défini par :

~ =
h

2 π

Or, comme : λ = c T , on obtient :

E =
h c

λ

Cette énergie est exprimé en Joules.

21.1.2 Formule de Ritz pro]Ritz

Soit σ =
1

λ
le nombre d’onde. La formule de Ritz est :

σ = RH

Å
1

n2
− 1

m2

ã

Avec :




RH = 10979708m−1

n : Le nombre principal de la série (ex : 2 pour l’hydrogène)

m : Entier supérieur à n, que l’on fait varier pour trouver la série : m = n+ 1, m = n+ 2, . . .

21.1.3 Énergie de l’atome d’hydrogène

En utilisant comme unité l’électron-volt défini par : 1eV = 1,6.10−19 J , on obtient l’énergie de l’atome
dans un niveau n :

En = −13.6

n2

n est appelé nombre quantique principal.

21.1.4 Énergie d’un ion hydrogénoïde

Un ion hydrogénoïde est un édifice monoatomique monoélectrique, donc qui ne comporte qu’un seul élec-
tron.
On définit les relations suivants pour ce type d’ion :





En = −13.6

Å
Z

n

ã2

rn = n2
(a0
Z

)

Avec :
{

Z = Numéro atomique du noyau

a0 = Rayon de Bohr pro]Bohr

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

21.2 Expérience de Franck et Hertz 149

21.1.5 Longueur d’onde de De Broglie

On définit la longueur d’onde de De Brogliepro]De Broglie pour tout corpuscule en mouvement par :

λdB =
h

p

Avec p la quantité de mouvement du corpuscule.

21.2 Expérience de Franck et Hertz

Cette expérience a été réalisée pour la première fois en 1914 par deux physiciens allemand : Gustav Hertz et
James Franck, d’où son nom. Le but était de comprendre l’interaction entre un faisceau d’électrons et un gaz
atomique (du mercure gazeux). Franck et Hertz ont pu déduire de leurs résultats que les échanges d’énergie
au niveau microscopique sont quantifiés, c’est-à-dire que la quantité d’énergie échangée ne peut prendre
que certaines valeurs particulières. Ils reçurent le prix nobel de physique en 1925 pour leur découverte des
lois régissant la collision d’un électron sur un atome.

C

G

A

G

I

A

UGC

Électrons

Atomes de mercure

Cathode

Grille accélératrice

Anode

FIGURE 21.1 – Expérience de Franck et Hertz

21.3 Fonction d’onde, nombres quantiques

21.3.1 Fonction d’onde

Une fonctiondef]fonction d’onde d’ondedef]onde!fonction d’ est définie comme une solution de
l’équation de Schrödingerpro]Schrödinger. Cette variable est une variable d’espace, elle oblige donc
l’existence de trois paramètres, appelé nombres quantiques.

Fontion d'onde

Pour une valeur donnée de n, il existe n2 fonctions d’ondes. On dit que le niveau d’énergie est dégénéré de
degrés n2.
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150 ATOMISTIQUE

21.3.2 Nombres quantiques

21.3.2.1 Nombre quantique principal

Ce nombre quantique quantifie l’énergie, il est noté n. Il est utilisé dans la quantification de l’énergie d’un
ion hydrogénoïde.

21.3.2.2 Nombre quantique orbital

Ce nombre quantique quantifie le moment cinétique, il est noté ℓ. En mécanique quantique, le module du
moment cinétique est :

L2 = ℓ (ℓ+ 1) ~2

Il ne peut prendre que certaines valeurs :

0 ≤ ℓ ≤ n− 1

21.3.2.3 Nombre quantique magnétique

Ce nombre quantique, noté mℓ, quantifie la projection d’un moment cinétique sur un champ magnétique−→
B extérieur. Soit Lz la projection du moment cinétique sur l’axe z′z :

Lz = mℓ ~

Les valeurs que peut prendremℓ sont :

−ℓ ≤ mℓ ≤ ℓ

21.3.2.4 Spin

Ce nombre quantique, noté ms, quantifie le moment cinétique intrinsèque de l’électron. Il ne peut prendre

comme valeur que ±1

2
La quadruplet suivant (n, ℓ,mℓ,ms) définit un état quantique. À une valeur de n correspond 2n2 états
quantiques.

21.3.3 Orbitale atomique

On associe aux différentes valeurs du nombre quantique ℓ une lettre :

ℓ 0 1 2 3 4

Lettre s p d f g

On obtient l’écriture suivante :

ψ(n,ℓ,mℓ) = nLettremℓ

Exemple :

ψ(3,1,−1) = 3 p−1

21.4 Atomes polyélectroniques

Un système peut être caractérisé dans la mécanique quantique par le quadruplet (n, ℓ,mℓ,ms).
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21.4.1 Règle de Klechkowski pro]Klechkowski

Cette règle définit la façon de remplir les orbitales orbitales atomiques.

7s 7p . . .

6s 6p 6d 6f 6g

5s 5p 5d 5f 5g

4s 4p 4d 4f

3s 3p 3d

2s 2p

1s

n

1

2

3

4

5

6

7

ℓ

0 1 2 3 4

FIGURE 21.2 – Illustration de la règle de Klechkowski

21.4.2 Configuration électronique d’un atome

21.4.2.1 Principe de stabilité

Connaissant l’évolution des niveaux énergétiques des différentes orbitales atomiques d’un atome à N
électrons, le remplissage des orbitales atomiques se fait dans le sens des énergies croissantes.

Prinipe de stabilité

21.4.2.2 Principe d’exclusion de Paulipro]Pauli

Dans un atome polyélectronique, deux électrons ne peuvent être dans le même état quantique.

Prinipe d'exlusion de Pauli

Ceci implique que sur chaque orbitale atomique, on peut mettre au maximum deux électrons antiparallèles.

21.4.2.3 Principe de Hund pro]Hund

Quand on place des électrons dans des orbitales atomiques, dégénérées, les électrons occupent un
maximum d’orbitales atomiques, avec des spins parallèles. C’est seulement quand tout les orbitales
atomiques, sont occupées par des spins parallèles que l’on rajoute des électrons en spins antiparallèles.

Prinipe de Hund
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21.4.2.4 Configuration électronique

Considérons l’atome d’oxygène (Z = 8) dans son état fondamental, on peut établir le diagramme énergé-
tique suivant :

1s

2s

3s

4s

2p

3p

Oxygène

É
N
E
R
G
I
E

FIGURE 21.3 – Diagramme énergétique de l’oxygène

On écrit cette configuration électronique sous la forme :

O (Z = 8) : 1s2 2s2 2p4

On définit deux états :
• paramagnétique : Tous les électrons ne sont pas appareillés. Le système peut donc facilement capter

ou céder des électrons.

• diamagnétique : Tous les électrons sont appareillés. Le système est "solide".
La dernière règle est que quand on remplit une couche dégénérée, on classe toujours, dans la configuration
électronique, les éléments par valeur de n.

21.4.3 Ionisation d’un atome

On appelle énergiedef]energie@énergie!d’ionisation de première ionisation-
def]ionisation!energie@énergie d’ Ei1 l’énergie minimale à fournir pour arracher un électron à
un atome gazeux dans son état fondamental.
Cette énergie est positive, c’est-à-dire qu’un atome a besoin d’énergie pour perdre un électron, il ne
peut pas en céder spontanément.

'Energie d'ionisation

21.5 Classification périodique des éléments

pro]Mendeleiev@Mendeleïev

Les électronsdef]elctron@électron!de valence de valencedef]valence!electron@électron sont
trons qui appartiennent à la couche extérieure.

É letrons de valene

Les éléments sont classés, dans le tableau de Mendeleïevpro]Mendeleiev@Mendeleïev, par ordre croissant
de numéro atomique, et d’après leurs propriétés physicochimiques. Ces propriétés sont dues aux électrons
de valence.

Voici une classification périodique simplifiée.
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H

Li

Na

K

Be

Mg

Ca Sc Ti V Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn

B

Aℓ

Ga

C

Si

Ge

N

P

As

O

S

Se

F

Cℓ

Br

He

Ne

Ar

Kr

G
ro

up
e

Colonne
1

2 3 4 5 6 7

8

Période

FIGURE 21.4 – Tableau périodique simplifié
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R 22

Cristallographie
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22.1 Notions 155

22.1 Notions

Une mailledef]maille est définie par le triplet de vecteur −→a ,−→b ,−→c , tel que ce triplet soit une base de
R

3. Cet triplet n’est pas unique. Soit M et N deux points du cristal. On a :

−−→
MN = p−→a + q

−→
b + r−→c

Ce triplet définit un volume élémentaire. Un cristal est composé de multiples mailles périodiquement
disposées.

Maille

Une maille simple est définie comme une maille ne contenant que des atomes au sommets de la base. Par
extension, on définit la multiplicité d’une base. En général, on préfère les mailles multiples.

On souhaite remplir un volume avec des sphères dures d’une manière dense. On forme, par couches, un
réseau hexagonal. On empile les plans hexagonaux, de façon décalée. On peut décaler les plans de plusieurs
façons. Ceci crée différentes structures.

On définit la compacitédef]compacite@compacité comme le volume occupé par les atomes sur le
volume de la maille :

C =
Vatomes

Vmaille

Compaité

Dans le décompte des atomes, il ne faut pas oublier qu’un atome peut appartenir à plusieurs mailles,

donc ne pas compter pour 1 mais pour
1

2
,
1

4
, . . .

Remarque

On appelle sitedef]site, "trou" dans la structure permettant d’y "loger" une entité.

Site

Il existe deux types de sites :

• Site tétraédrique : ce site est le centre d’un tétraèdre. Il est caractérisé par z =
a

4
ou z =

3a

4
.

Dans ce cas, on a :

r = R

Ç…
3

2
− 1

å

• Site octaédrique : ce site est le centre d’un octaèdre. Il est caractérisé par :

r = R (
√
2− 1)

On appelle coordinencedef]coordinence le nombre d’atomes les plus proches entourant un atome (par
exemple, un atome de césium entouré de six atomes de chlorure dans une structure).

Coordinene

22.2 Les différentes structures

22.2.1 Structure dense
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22.2.1.1 Structure Cubique à Faces Centrées : CFCsym]CFC !Cubique a Faces Cen

trees@Cubique à Faces Centrées

On définit cette structure comme un cube, possédant un atome à chacun de ses sommets et un au centre de
chaque face. Dans cette structure, le rayon des atomes est donné par :

R =
a
√
2

4

On montre que la compacité de cette structure est : C =
π
√
2

6
= 0,74.

C’est la structure la plus compacte que l’on peut obtenir avec des sphères. D’autre part, on montre que l’on
peut obtenir la valeur de a, paramètre de la maille, c’est-à-dire longueur d’un côté, en connaissant la masse
volumique du cristal.

22.2.1.2 Structure Hexagonale Compacte : HCsym]HC !Hexagonale Compacte

On définit cette structure comme un empilement décalé d’hexagones possédant un atome sur chacun de ses
sommets, et un au centre de l’hexagone.

22.2.2 Structure non compacte

On dit d’une structure qu’elle est non compacte si sa compacité est inférieure à 0,74.

22.2.2.1 Structure Cubique Simple : CSsym]CS !Cubique Simple

On définit cette structure comme un cube, possédant un atome à chacun de des sommets du cube. Le rayon
des atomes est donné par :

a = 2R

La compacité est C =
π

6
= 0,52.

22.2.2.2 Structure Cubique Centrée :CCsym]CC !Cubique Centree@Cubique Centrée

On définit cette structure comme un cube, possédant un atome à chacun de ses sommets et un au centre du
cube. Le rayon des atomes est donné par :

R =
a
√
3

4

La compacité est C =
π
√
3

8
= 0,68.

22.3 Exemples de cristaux à connaître

22.3.1 Chlorure de Césium : CsCl

Dans ce cristal, les ions chlorure sont disposés en structure cubique centré. Les ions césium sont aussi
disposés en structure cubique centré, décalés d’une demi-diagonale de cube par rapport aux ions chlorure.
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22.4 Représentation des différentes mailles 157

22.3.2 Chlorure de sodium : NaCl

Les ions chlorure sont disposés en structure cubique à faces centrées. Les ions sodium sont également
disposés en structure CFC, décalés d’une demi-arête par rapport au chlorure.

22.3.3 Sulfure de zinc

Il existe deux formes de cette structure :
• Forme Blende : Forme du diamant

• Forme Würtzite : Structure Hexagonale Compacte (Un site tétraédrique sur deux est occupé)

22.4 Représentation des différentes mailles

FIGURE 22.1 – Maille cubique simple
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FIGURE 22.2 – Maille cubique centré

FIGURE 22.3 – Maille cubique à faces centrées

�

b�

FIGURE 22.4 – Sites octaédriques de la structure cfc
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FIGURE 22.5 – Maille de chlorure de césium CsCl
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FIGURE 22.6 – Maille de chlorure de sodium NaCl

Autre présentation possible :

Atome de l’élément 1, par exempleNa

Atome de l’élément 2, par exemple Cℓ
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FIGURE 22.7 – Structure d’un cristal de type NaCl
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atomes des couches
supérieure et inférieure

atomes de la couche

intermédiaire

vue de dessus

FIGURE 22.8 – Maille multiple hexagonale compacte

atomes des couches
supérieure et inférieure

atomes de la couche

intermédiaire

vue de dessus

FIGURE 22.9 – Maille simple hexagonale compacte
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FIGURE 22.10 – Noyaux atomiques chargés positivement (+) entourés par des électrons délocalisés (•)
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