
P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

Physique-Chimie

Marc Beutier
obelix56@free.fr
http://obelix56.free.fr

cpge TSI

Établissement St Joseph - La-
Salle
Lorient

methodo_prof_23-01 14 janvier 2023

Méthodes

Version Enseignant

obelix56@free.fr
http://obelix56.free.fr


P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

2

Table des matières

Méthodologie 6

M1 Méthodes de travail . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1 Les cours . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Le travail à la maison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Les exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Les fiches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5 Les colles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

M2 Variations et transferts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

M3 Calculs de pH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.1 Différencier acides/bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.2 Eau pure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3 Solution d’acide fort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.4 Solution de base forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.5 Solution d’acide faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.6 Solution de base faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

M4 Équilibrage de demi-équation rédox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.1 Nombres d’oxydation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.2 Équilibrage d’une équation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.2.1 Plan d’équilibrage d’une demi-équation rédox . . . . . . . . . . . . . 18
4.2.2 Équilibre rédox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.3 Formule de Nernst . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.3.1 Énoncé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.4 Réaction d’oxydo-réduction à l’équilibre chimique . . . . . . . . . . . . 20

M5 Étude d’un équilibre chimique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
5.1 Quelques formules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
5.2 Tableau d’avancement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5.3 Constante d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5.4 Taux d’avancement et autres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
5.5 Combinaison de la constante d’équilibre et du tableau d’avancement . . . 23
5.6 Densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

M6 Température de flamme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.1 Transfert thermique associé à une transformation isobare isotherme . . . 25
6.2 Température de flamme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

M7 Potentiel standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

M8 Pente dans un diagramme potentiel-pH . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
8.1 Exemple du zinc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

TABLE DES MATIÈRES 3

8.2 En résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

M9 Applications des lois de Kirchhoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

M10 Pont diviseur de tension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

M11 Pont diviseur de courant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

M12 Régime transitoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
12.1 Résolution des équations différentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
12.1.1 Équation différentielle du premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
12.1.2 Équation différentielle du premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

M13 Régime sinusoïdal forcé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
13.1 Impédances complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
13.2 Rappels sur les complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
13.3 Transposition complexe <-> transitoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

M14 Électronique de l’amplificateur linéaire intégré . . . . . . . . . . . . . . 38
14.1 Amplificateur idéal ou réel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
14.2 Régime . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
14.3 Étude du circuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
14.4 Outils mathématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

M15 Résoudre un exercice de mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
15.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
15.2 Théorèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
15.3 Forces conservatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
15.3.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
15.3.2 Exemples de forces conservatives et énergies potentielles associées . . 43
15.3.3 Théorème de l’énergie mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
15.3.4 Stabilité d’un équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

M16 Principes de la thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
16.1 Points de cours . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
16.1.1 Quelques formules indispensables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
16.1.2 Réflexions en amont . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
16.1.3 Dérivée logarithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
16.1.4 Deuxième principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
16.2 Exemple d’exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
16.3 Correction détaillée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

M17 Bilan massique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

M18 Champs électrique et magnétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
18.1 Sources du champ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
18.2 Choix d’une base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
18.3 Invariances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
18.4 Symétries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
18.5 Théorèmes pour les distributions à haut degré de symétrie . . . . . . . . 52
18.6 Choix de la surface de Gauss et du contour d’Ampère . . . . . . . . . . 53

M19 Lentilles minces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

4 TABLE DES MATIÈRES

19.1 Quelques définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
19.2 Objet réel/virtuel - Image réelle/virtuelle . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
19.3 Quelques règles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
19.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
19.4.1 Exercice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
19.4.2 Correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

M20 Système masse-ressort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
20.1 Bases de la résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
20.2 Système masse-ressort vertical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
20.2.1 Dispositif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
20.2.2 Bilan des forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
20.2.3 Théorèmes applicables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
20.2.4 Base de projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
20.2.5 Conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
20.2.6 Équation différentielle du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
20.2.6.1 Principe fondamental de la dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . 64
20.2.6.2 Théorème de l’énergie cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
20.2.7 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
20.2.8 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
20.3 Système masse-ressort horizontal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
20.3.1 Dispositif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
20.3.2 Base de projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
20.3.3 Bilan des forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
20.3.4 Théorèmes applicables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
20.3.5 Choix de l’origine de x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
20.3.6 Équation différentielle du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
20.3.7 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
20.3.8 Théorème de l’énergie cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
20.3.9 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
20.4 Avec frottements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
20.4.1 Frottements fluides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
20.4.2 Frottements solides dans le cas du ressort horizontal . . . . . . . . . . 73

M21 Pendule simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
21.1 Bases de la résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
21.2 Pendule simple sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
21.2.1 Dispositif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
21.2.2 Bilan des forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
21.2.3 Théorèmes applicables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
21.2.4 Base de projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
21.2.5 Conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
21.2.6 Équation différentielle du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
21.2.6.1 Principe fondamental de la dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . 76
21.2.6.2 Théorème de l’énergie cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
21.2.6.3 Théorème du moment cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
21.2.7 Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
21.3 Pendule simple avec frottement fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
21.3.1 Équation différentielle du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
21.3.1.1 Principe fondamental de la dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . 78
21.3.1.2 Théorème de l’énergie cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

TABLE DES MATIÈRES 5

21.3.1.3 Théorème du moment cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
21.3.2 Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

M22 Pendule pesant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
22.1 Bases de la résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
22.2 Pendule pesant sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
22.2.1 Dispositif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
22.2.2 Bilan des forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
22.2.3 Théorèmes applicables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
22.2.4 Base de projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
22.2.5 Conséquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
22.2.6 Équation différentielle du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient
Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

7

M 1

Méthodes de travail

1.1 Les cours

En cours se fait en principe 80% du travail.
C’est pourquoi, il faut être actif en classe et donc arriver frais et reposé. Pour cela, il faut
bien dormir et se coucher à une heure raisonnable.

1.2 Le travail à la maison

Le soir, il faut relire ses cours et refaire les exercices de base, les démonstrations vues en
cours. Relire le cours sans papier ni crayon ne sert strictement à rien.
Il est primordial de ne pas prendre de retard car cela va très vite et réviser la veille du
devoir ne suffira pas.

1.3 Les exercices

Il est très important de chercher les exercices. Si vous avez trop de travail, vous n’êtes pas
obligés de passer beaucoup de temps dessus mais il est important de chercher.
En effet, regarder la correction de l’exercice est totalement inutile si on ne s’est pas cassé
les dents dessus.
Pour ma part, lorsque je regarde les coureurs de marathon, j’ai l’impression que je pourrais
en faire 3 à la suite, sans forcer . . .

1.4 Les fiches

Réaliser des fiches de résumés permet de pouvoir réviser plus simplement avant les éva-
luations.
De plus, certaines personnes apprennent en écrivant, ce qui permet de faire d’une pierre
deux coups.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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8 MÉTHODES DE TRAVAIL

1.5 Les colles

Chaque semaine il y a ce qu’on appelle des colles ou interrogations orales.
C’est une épreuve très différente de l’écrit qui nécessite quelques conseils.

Préparation
Pour préparer une colle, il faut apprendre son cours et refaire les exercices de base.

Attitude
Le colleur est présent pour donner une note mais surtout pour aider et faire progresser.
Il est important de l’écouter et de suivre ses conseils ou ses pistes de recherche.
Il faut faire en physique-chimie des schémas si c’est possible en notant les grandeurs de
l’énoncé ou introduites en cours de résolution.

Le colleur verra que tu es actif, que tu cherches vraiment à résoudre l’exercice et que tu ne
fais pas qu’attendre qu’il te donne la réponse. S’il voit que tu cherches il sera plus enclin
à te donner des indications pour te permettre d’avancer.

Intérêt
Il n’est pas rare de tomber en colle sur un exercice que tu as déjà vu ou qui ressemble
fortement à un exercice déjà rencontré. Il est alors assez simple d’avoir une bonne note

Cela arrive également aux écrits ou aux oraux des concours : plus on fait d’exercices, plus
on a de chances de rencontrer des situations connues.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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M 2

Variations et transferts

Il est parfois difficile de faire la distinction entre variation d’une grandeur et transfert.
Cette notion est pourtant essentielle.

D’une manière générale, la différence d’une grandeur X entre deux états initial (1) et
final (2) s’écrit :

∆X = X2 −X1

Sous forme différentielle, on la notera dX .

Un transfert de granndeur Y sera noté sous forme élémentaire δY .

Considérons un état initial (1) de masse m1, de volume V1 et un état final (2) de
masse m2, de volume V2.
La variation finie de masse est alors ∆m = m2−m1, la variation finie de volume est
∆V = V2 − V1 (les variations élémentaires sont dm et dV ).
Entre l’état initial et l’état final a été transférée la masse mt et le volume Vt (les
transferts élémentaires sont notés δm et δV ).

Remplissage d'un réservoir ave de l'eau liquide

La masse volumique est définie par la relation ρ =
m

V
.

En considérant un petit volume δV contenant une masse δm, on a ρ =
δm

δV
. Le volume

massique est alors v =
1

ρ
=
δV

δm

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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10 VARIATIONS ET TRANSFERTS

Initialement, dans la chambre à air se trouve un peu d’air à la pression P1 avec un
volume V1 à la température T1.
Dans l’état final, dans la chambre à air se trouve de l’air à la pression P2 avec un
volume V2 à la température T2.
∆P = P2 − P1 est la variation de pression (de variation élémentaire dP ).
La variation de volume est alors ∆V = V2 − V1 (de variation élémentaire dV ).
La température a varié de ∆T = T2 − T1 (de variation élémentaire dT ).
La quantité de matière a varié de ∆n = n2 − n1 de variation élémentaire dn, la
masse a varié de ∆m = m2 −m1 (de variation élémentaire dm).

En même temps, la quantité de matière d’air transférée est nT (transfert élémentaire
δnT ) de telle façon que nT = ∆n.
La masse transférée est mT (transfert élémentaire de masse δmT ).

Remplissage d'une hambre à air

Si on néglige les variations d’énergie cinétique et potentielle, la variation d’énergie
interne est définie par la somme du travail et de la quantité de chaleur (ou transfert
thermique) :

∆U = U2 − U1

=W +Q

dU = U (t+ dt)− U (t)

= δW + δQ

W et Q sont des transferts d’énergie : ils ne peuvent être définis pour un état donné,
à un instant fixé, au contraire de U qui est définie pour un système à un instant t.

Premier prinipe

On retrouve le même type de comportement dans ce théorème :

∆Ec = Ec,2 −Ec,1

=
∑

i

Wi(
−→
Fi)

dEc = Ec (t+ dt)− Ec (t)

=
∑

i

δWi

Les travaux Wi sont des transferts d’énergie : ils ne peuvent être définis pour un état
donné, à un instant fixé, au contraire de U qui est définie pour un système à un instant
t.

Théorème de l'énergie inétique

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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11

Toute transformation d’un système thermodynamique s’effectue avec augmentation
de l’entropie totale incluant l’entropie du système ainsi que celle du milieu extérieur.
On dit alors qu’il y a création d’entropie.

∆Stotale = ∆Ssystème +∆Sextérieur = Scréation > 0

Sous forme différentielle, on a :

dStotale = dSsystème + dSextérieur = δScréation > 0

Le bilan entropique se traduit par :























∆S = ∆Ssystème = Séchangée + Scréée =

∫

dS

Séchangée =

∫

δQ

Text

Scréée ≥ 0

Sous forme différentielle, l’entropie échangée est un transfert noté δSéchangée et l’en-
tropie créée est également un transfert δScréée

Deuxième prinipe

La variation d’énergie électromagnétique est sa valeur dans l’état final ôtée de sa
valeur dans l’état initiale : ∆We = We,2 −We,1.

Au passage, We,i =

∫∫

we d
3τ .

Sous forme différentielle, cette variation élémentaire est notée dWe.
Si on considère par exemple que cette variation est due uniquement à une transfert
d’énergie sortant par les parois de la surface correspondante, ce transfert d’énergie
est noté Ws et sous forme différentielle δWs.
On a donc ∆We = −Ws, donc pendant la durée élémentaire dt : dWe = −δWs.

Variation d'énergie életromagnétique et énergie rayonnée

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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12 CALCULS DE PH

M 3

Calculs de pH

Dans cette partie, l’eau est majoritaire et son activité vaut 1.
On travaille à 25 ◦C et ainsi Ke = 10−14, donc pKe = − logKe = 14.

3.1 Différencier acides/bases

• Un acide est une espèce capable de céder un ou plusieurs protons H+.

• Une base est une espèce capable de capter un ou plusieurs protons H+.

• Un couple acide/base pourra être noté AH/A− ou BH+/B.
Exemples :HCℓ/Cℓ−,H3O

+/H2O,H2O/OH
−,NH+

4 /NH3,CH3CO2H/CH3CO
−

2 .

• Un acide fort est un acide qui se dissocie totalement dans l’eau lors d’une réaction
totale.

• Un acide faible est un acide qui se dissocie partiellement dans l’eau lors d’une
réaction limitée.

• Mêmes remarques pour une base forte et une base faible.

• Un acide fort est associé à une base très faible alors qu’une base forte est associée
à un acide très faible.

• On attribue à un couple acide faible / base faible une constante d’équilibre notée
Ka. On a pKa = − logKa.

• À l’inverse, un acide fort ne possède pas de pKa (il serait négatif) et une base forte
ne possède pas de pKa (il serait supérieur à 14).

3.2 Eau pure

La seule réaction envisageable dans l’eau pure est :

2H2O ⇄ OH− + H3O
+ (réaction notée 1 )

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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3.3 Solution d’acide fort 13

Sa constante vaut :

K1 =
[

H3O
+
] [

OH−
]

= Ke = 10−14 à 25 ◦C

Comme h = ω d’après le tableau d’avancement et que Ke = h×ω, on déduit pH =
pKe

2
,

soit 7 à 25 ◦C.

3.3 Solution d’acide fort

1. On écrit la réaction, par exemple :

HCℓ(g) +H2O → H3O
+ + Cℓ− 2

2. On suppose que la réaction d’autoprotolyse de l’eau est négligeable. Il faudra dans
ce cas vérifier que les ions hydronium H3O

+ apportés par l’autoprotolyse de l’eau
sont négligeables, donc que pH < 6,5.

3. On écrit un tableau d’avancement en tenant compte du fait que la réaction de disso-
lution est totale :

HCℓ(g) + H2O → Cℓ− + H3O
+ 2

t = 0 c - 0 0

t = tf ≃ 0 - c c = h

On exprime le pH :

pH = − log
[

H3O
+
]

= − log h = − log c

En fin de calcul, il faut vérifier que les hypothèses réalisées précédemment sont
bien justifiées.

3.4 Solution de base forte

1. On écrit la réaction, par exemple :

NaOH(s) → OH− +Na+ 3

2. On suppose que la réaction d’autoprotolyse de l’eau est négligeable. Il faudra dans
ce cas vérifier que les ions hydroxyde OH− apportés par l’autoprotolyse de l’eau
sont négligeables, donc que pH > 7,5.

3. On écrit un tableau d’avancement en tenant compte du fait que la dissolution est
totale :

NaOH(g) ⇄ Na+ + OH− 3

t = 0 c 0 0

t = tf ≃ 0 c c

On exprime le pH :

pH = − log h
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14 CALCULS DE PH

On exprime la constante d’autoprotolyse de l’eau :

Ke =
[

H3O
+
] [

OH−
]

et on en déduit :

h =
[

H3O
+
]

=
Ke

[OH−]
=
Ke

c

Il vient alors :

pH = pKe + log c

En fin de calcul, il faut vérifier que les hypothèses réalisées précédemment sont
bien justifiées.

3.5 Solution d’acide faible

1. On écrit la réaction, par exemple :

CH3CO2H +H2O ⇄ CH3CO
−

2 +H3O
+ 4

2. On exprime la constante d’acidité Ka qui est la constante de dissolution de l’acide
dans l’eau :

Acide +H2O ⇄ Base +H3O
+

ou encore :

AH +H2O ⇄ A− +H3O
+

Ka =
[Base] [H3O

+]

[Acide]
=

[A−] [H3O
+]

[AH ]
=

[

CH3CO
−

2

]

[H3O
+]

[CH3CO2H ]

3. On exprime la constante de l’équilibre envisagé :

K4 =

[

CH3CO
−

2

]

[H3O
+]

[CH3CO2H ]

4. On exprime la constante d’équilibre en fonction de Ka :

K4 = Ka

5. On suppose que la réaction d’autoprotolyse de l’eau est négligeable. On peut le
supposer car en principe K4 ≫ Ke = 10−14. Il faudra dans ce cas vérifier que
les ions hydronium H3O

+ apportés par l’autoprotolyse de l’eau sont négligeables,
donc que pH < 6,5.

6. On écrit un tableau d’avancement en tenant compte du fait que la dissolution est
partielle.

AH + H2O → A− + H3O
+ 4

t = 0 c - 0 0

t = tf c− x - x x

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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3.6 Solution de base faible 15

Étant donné que K4 ≪ 1, on peut imaginer que la réaction est très peu avancée.
Dans ce cas, x≪ c et cela signifie que l’on considère pH < pKa − 1 : on est dans
le domaine de prédominance de l’acide faible.

AH + H2O → A− + H3O
+ 4

t = 0 c - 0 0

t = tf c - x x

7. On exprime la constante d’équilibre avec les valeurs du tableau d’avancement. On
peut tenir compte de

[

H3O
+
]

= h = x.

K4 = Ka =
h2

c

8. On en déduit le pH :

pH =
1

2
(pKa − log c)

Si on n’a pas x≪ c, il faut résoudre le polynôme du deuxième degré :

Ka =
h2

c− h

Remarque

En fin de calcul, il faut vérifier que les hypothèses réalisées précédemment
sont bien justifiées.

Plus un acide faible est dilué, plus il se comporte comme un acide fort et plus il réagit
totalement avec l’eau. Il se peut alors qu’on ait à considérer dans les cas extrêmes
x ≃ c.

Remarque

3.6 Solution de base faible

1. On écrit la réaction, par exemple :

NH3 +H2O ⇄ NH+
4 +OH− 5

2. On exprime la constante d’acidité Ka :

Ka =
[NH3] [H3O

+]
[

NH+
4

]

3. On exprime la constante d’équilibre :

K5 =

[

NH+
4

]

[OH−]

[NH3]

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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16 CALCULS DE PH

4. On exprime la constante de l’équilibre envisagé en fonction de Ka :

K5 =
Ke

Ka

5. On suppose que la réaction d’autoprotolyse de l’eau est négligeable. On peut le
supposer car en principe K5 ≫ Ke = 10−14. Il faudra dans ce cas vérifier que les
ions hydroxydeOH− apportés par l’autoprotolyse de l’eau sont négligeables, donc
que pH > 7,5.

6. On écrit un tableau d’avancement en tenant compte du fait que la dissolution est
partielle.

A− + H2O → AH + OH− 5

t = 0 c - 0 0

t = tf c− x - x x

Étant donné que K5 ≪ 1, on peut imaginer que la réaction est très peu avancée.
Dans ce cas, x≪ c et cela signifie que l’on considère pH > pKa + 1 : on est dans
le domaine de prédominance de la base faible.

A− + H2O → AH + OH− 5

t = 0 c - 0 0

t = tf c - x x

7. On exprime la constante d’équilibre avec les valeurs du tableau d’avancement.

K5 =
Ke

Ka

=
x2

c

8. Comme Ke =
[

H3O
+
] [

OH−
]

, on en déduit que h =
[

H3O
+
]

=
Ke

x
.

Il vient alors :

pH =
1

2
(pKe + pKa + log c)

Si on n’a pas x≪ c, il faut résoudre le polynôme du deuxième degré :

Ke

Ka
=

x2

c− x avec x =
Ke

h

Remarque

En fin de calcul, il faut vérifier que les hypothèses réalisées précédemment
sont bien justifiées.

Plus une base faible est diluée, plus elle se comporte comme une base forte et plus
elle réagit totalement avec l’eau. Il se peut alors qu’on ait à considérer dans les cas
extrêmes x ≃ c.

Remarque

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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17

M 4

Équilibrage de demi-équation rédox

L’équation type de réaction est :

En réalité, des cœfficients sont parfois nécessaires et on obtient alors :

αOx+ n e− ⇄ β Red

4.1 Nombres d’oxydation

Les nombres d’oxydation permettent d’équilibrer une équation. Ils sont toujours écrits à
l’aide de chiffres romains. Ils sont régis par les règles suivantes :

• Dans une entité monoatomique, le nombre d’oxydation est la charge de l’entité.

• Dans une entité polyatomique, la somme des nombres d’oxydation des différents
éléments est égale à la charge de l’entité.

• En général, dans les molécules composées : n.o (O) = −II (sauf dans les per-
oxydes) et n.o (H) = I

Les nombres d’oxydation permettent de savoir si une entité X est oxydée ou réduite, et
de connaître le nombre d’électrons échangés :

• Si ∆n.o (X) > 0 : Il y a oxydation de X .
Une oxydation est une perte d’électrons : le nombre d’oxydation augmente donc.

• Si ∆n.o (X) < 0 : Il y a réduction de X .
Une réduction est un gain d’électrons : le nombre d’oxydation diminue donc.

• |∆n.o (X)| = Nombre d’électrons échangés

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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18 ÉQUILIBRAGE DE DEMI-ÉQUATION RÉDOX

Quelques nombres d’oxydation : :

• O2, Cℓ2, Na, Cu, O3, S8 : 0

• Cℓ− : −I
• Na+ : I

• Cr2O2−
7 : V I

• CrO−

4 : V II

• MnO−

4 : V II

Exemples

4.2 Équilibrage d’une équation

4.2.1 Plan d’équilibrage d’une demiéquation rédox

1. On équilibre les atomes dont le nombre d’oxydation varie.

2. On calcule les nombres d’oxydations des différentes entités mises en jeu.

3. On équilibre les ∆n.o avec des électrons sachant qu’il faut que :

∑

i

νi ∆n.o (Xi) = 0

autrement dit, on ajoute autant d’électrons du côté de l’oxydant que la différence
des nombres d’oxydation.

4. On vérifie la conservation des charges ; si besoin on ajoute des ions hydronium H+

ou H3O
+ en milieu acide ou plus rarement des ions hydroxyde OH− en milieu

basique : pas les deux! ! !

5. On vérifie la conservation de la matière des atomes d’hydrogène H ; si besoin on
ajoute des molécules d’eau H2O.

6. On vérifie si la réaction est bien équilibrée (en comptant par exemple le nombre
d’atomes d’oxygène O.)

4.2.2 Équilibre rédox

Pour écrire une réaction rédox, on effectue ensuite une combinaison linéaire de deux
demi-équations de façon à éliminer les électrons : il n’y a donc pas d’électrons dans la
réaction finale !
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4.3 Formule de Nernst 19

E◦
(

Cr2O
2−
7 /Cr3+

)

= 1,33 V et E◦
(

Fe3+/Fe2+
)

= 0,77 V
Pour l’ion fer :

III

Fe3+ ⇄
II

Fe2+

Fe3+ + e− ⇄ Fe2+

Pour l’ion dichromate :

V I

Cr2O
2−
7 ⇄ 2

III

Cr3+

Cr2O
2−
7 + 6 e− ⇄ 2Cr3+

Cr2O
2−
7 + 6 e− + 14H+ ⇄ 2Cr3+

Cr2O
2−
7 + 6 e− + 14H+ ⇄ 2Cr3+ + 7H2O

En combinant les deux demi-équation de façon à éliminer les électrons, on obtient :

Cr2O
2−
7 + 6Fe2+ + 14H+ → 2Cr3+ + 6Fe3+ + 7H2O

(la réaction est totale étant données les valeurs des potentiels standards).

Réation entre Cr2O
2−
7 et Fe2+

4.3 Formule de Nernst

4.3.1 Énoncé

Considérons le couple oxydant-réducteur dont la demi-équation électronique est :

αOx+ n e− ⇄ βRed

La formule de Nernst établit que le potentiel d’électrode relatif à ce couple a pour expres-
sion :

EOx/Red = E◦

Ox/Red +
RT

nF ln

Ç

aαOx

aβRed

å

On obtient, grâce au calcul suivant (pour T = 298K, R = 8,314 J.K−1.mol−1 et avec
1F ≃ 96500C.mol−1) :

RT

F ln x ≃ 0,059 logx ≃ 0,06 log x

l’expression simplifiée, à la température de 25 ◦C :

EOx/Red = E◦

Ox/Red +
0,06

n
log

Ç

aαOx

aβRed

å

avec Ox le groupe oxydant et Red le groupe réducteur.

À partir de cette expression, on peut établir le diagramme de prédominance, par exemple :
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20 ÉQUILIBRAGE DE DEMI-ÉQUATION RÉDOX

EFe3+Fe2+

E◦

4.4 Réaction d’oxydoréduction à l’équilibre
chimique

Considérons la réaction :

ν1Ox1 + ν2Red2 ⇄ ν ′1Red1 + ν ′2Ox2

À l’équilibre, on a :

EOx1/Red1 = EOx2/Red2

À partir de la relation de Guldberg et Waage, on obtient, en posant n = n1 n2, l’expression
de la constante de réaction est donnée par :

e = E◦

+ − E◦

−
+

0,06

n
logK◦ = 0

Comme vu précédemment, les potentiels s’écrivent :

E+ = E◦
(

Cr2O
2−
7 /Cr3+

)

+
0,06

6
log

[Cr2O
2−
7 ] [H+]14

[Cr3+]2

= E◦

+ +
0,06

6
log

[Cr2O
2−
7 ] [H+]14

[Cr3+]2

E− = E◦
(

Fe3+/Fe2+
)

+ 0,06 log
[Fe3+]

[Fe2+]

= E◦

−
+ 0,06 log

[Fe3+]

[Fe2+]

= E◦

−
+

0,06

6
log

[Fe3+]6

[Fe2+]6

Soit l’équilibre suivant :

Cr2O
2−
7 + 6Fe2+ + 14H+ → 2Cr3+ + 6Fe3+ + 7H2O

À l’équilibre, les potentiels sont égaux et :

e = 0 = E◦

+ − E◦

−
+ 0,01 log

[Cr2O
2−
7 ] [H+]14 [Fe2+]6

[Cr3+]2 [Fe3+]6

On en déduit :

K◦ =
[Cr3+]2 [Fe3+]6

[Cr2O
2−
7 ] [H+]14 [Fe2+]6

= 10
E◦

+−E◦

−

0,01

Application numérique : K◦ = 1056.

Constante d'équilibre
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21

M 5

Étude d’un équilibre chimique

5.1 Quelques formules

• Approximation d’Ellingham : ∆rH
◦ et ∆rS

◦ sont considérées comme constantes
dans un domaine limité de températures en dehors de tout changement d’état.

• Enthalpie libre standard :

∆rG
◦ = ∆rH

◦ − T ∆rS
◦

Dans l’approximation d’Ellingham, on a ∆rG
◦ = a − b T fonction affine de la

température.

• Affinité chimique :

A = RT ln
K◦

QR

avec :

∆rG
◦ = −RT lnK◦ = −A◦

• Sens d’évolution d’une réaction :

A dξ > 0

• Loi de Van’t Hoff :

d lnK◦

dT
=

∆rH
◦

RT 2

Pour utiliser cette relation, on sépare les variables et on intègre avec deux bornes
des deux côtés.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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22 ÉTUDE D’UN ÉQUILIBRE CHIMIQUE

5.2 Tableau d’avancement

Une fois la réaction équilibrée, on effectue un tableau d’avancement de l’équilibre : atten-
tion aux cœfficients stœchiométriques pour l’élaboration du tableau.
Lorsque les composés sont en solution aqueuse, on utilise généralement l’avancement
molaire volumique (x en mol.L−1 l) (c’est le cas de réactions acido-basiques, rédox, . . .).
On voit ainsi apparaître les variables c et x, par exemple :

CH3CO2C2H5 (aq) + OH−

(aq) → CH3CO
−

2 (aq) + CH3CH2OH(aq)

t = 0 c1 c2 0 0

t =∞ c1 − x c2 − x x x

Lorsque les composés sont gazeux, on utilise plutôt l’avancement molaire (ξ en mol), par
exemple dans l’exemple suivant :

N2 (g) + 3H2 (g) → 2NH3 (g) ntot gaz

t = 0 n1 n2 0 n1 + n2

t =∞ n1 − ξ n2 − 3 ξ 2 ξ n1 + n2 − 2 ξ

S’il y a des gaz, on ajoute une colonne supplémentaire qui comptabilise la quantité totale
de matière gazeuse ntot gaz.

5.3 Constante d’équilibre

On exprime de façon littérale la constante d’équilibre en fonction des activités réactifs et
produits, puis en fonction des pressions partielles pour les gaz, concentrations pour les
solutés, . . .
Pour l’exemple ci-dessus, on a donc :

K◦ =
a2NH3

aN2 a
3
H2

=
P 2
NH3

P ◦2

PN2 P
3
H2

S’il y a des gaz, on peut utiliser pour ceux-ci la relation :

RT

V
=

PT

ntot gaz
=
Pi

ni

Ainsi, dans l’exemple précédent, on a la relation :

RT

V
=

PT

ntot gaz
=
PNH3

nNH3

=
PN2

nN2

=
PH2

nH2

Si l’énoncé donne le volume et la température, on peut conserver les variables TR et
V . Sinon, il est préférable de conserver la pression totale PT et d’exprimer les pressions
partielles en fonction de celle-ci.
On obtient par exemple :

PNH3 = nNH3

PT

ntot gaz
PN2 = nN2

PT

ntot gaz
PH2 = nH2

PT

ntot gaz

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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5.4 Taux d’avancement et autres 23

On peut alors remplacer les pressions partielles dans l’expression de la constante d’équi-
libre et il vient :

K◦ =
n2
NH3

n2
tot gaz

nN2 n
3
H2

Å

P ◦

PT

ã2

Ne pas simplifier par P ◦ qui vaut 1,0.105 Pa !

5.4 Taux d’avancement et autres

On introduit parfois une variable supplémentaire qui est utilisée notamment dans le ta-
bleau d’avancement dans l’état d’équilibre.
Cette variable peut être :

• le cœfficient de dissociation d’un constituant α, donc le rapport entre la quantité de
matière ayant réagi et la quantité de matière initiale.

Exemple, cœfficient de dissociation de N2 : α =
ξ

n1

.

• le taux de conversion d’un constituant τ , donc le rapport entre la quantité de matière
ayant réagi et la quantité de matière initiale. Il est donc identique à α.

Exemple, cœfficient de dissociation de H2 : α =
3 ξ

n2
.

• le taux d’avancement : c’est la même chose que le cœffixcient de dissociation ou
taux de conversion.

• le rendement ρ, qui est défini comme le rapport entre l’avancement final et l’avan-

cement maximal : ρ =
ξf
ξmax

.

Si on part pas des proportions stœchiométriques, les rapports précédents sont liés
à un des constituants.

5.5 Combinaison de la constante d’équilibre
et du tableau d’avancement

On remplace les quantités de matière et / ou concentrations établies à l’aide du tableau
d’avancement dans l’expression de la constante d’équilibre.
On tient compte de la valeur numérique de la constante d’équilibre pour effectuer des
hypothèses, à l’instar de celles effectuées en pH-métrie :

• Si la K◦ ≫ 1, on peut supposer que la réaction est quantitative, donc très déplacée
dans le sens direct. Ainsi, ξf ≃ ξmax.

• Si K◦ ≪ 1, on peut supposer que la réaction est très limitée et que l’avancement
est petit : ξf ≪ ξmax.

Ces hypothèses permettent de simplifier l’expression de Kcirc en vue de calculer ξf ou
xf .

En fin de calcul, il faut vérifier que les hypothèses réalisées précédemment sont
bien justifiées.
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24 ÉTUDE D’UN ÉQUILIBRE CHIMIQUE

5.6 Densité

La densité d’un corps est égale au rapport de sa masse volumique et de la masse volumique
d’un corps de référence :

d =
ρcorps

ρréf

La référence est l’eau liquide (de masse volumique égale à 1,0 kg.m−3) pour les liquides
et les solides, d’où :

dsolide ou liquide =
ρcorps

ρeau liquide

La référence pour les gaz est l’air (de masse molaire égale à 29 g.mol−1) et comme tous

les gaz possèdent le même volume molaire Vm =
V

n
=
M V

m
=
M

ρ
, on a, avec ρ =

M

Vm
:

dgaz =
Mmélange gazeux

Mair
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M 6

Température de flamme

6.1 Transfert thermique associé à une trans
formation isobare isotherme

Dans le cas d’une évolution monobare (ou isobare) et monotherme (ou isotherme), on a :

Qp = ∆H (T ) = ∆rH (T ) ξ (T )

et dans le cas particulier où la pression vaut p = p◦ :

Qp = ∆H◦ (T ) = ∆rH
◦ (T ) ξ (T )

6.2 Température de flamme

Considérons un système qui subit une évolution adiabatique (dans un calorimètre, par
exemple), durant laquelle une réaction chimique exothermique a lieu. Cette réaction libère
de la chaleur et celle-ci sert à chauffer les produits de réaction formés ainsi que les réactifs
éventuellement en excès.

• Si la réaction a lieu à volume constant, on peut noter le transfert thermique Q =
QV : celui-ci est alors égal à la variation d’énergie interne du système.

Q = QV = ∆U = ∆Uadiab

• Si la réaction se déroule à pression constante, on peut alors dire que ce transfert
thermique est égal à la variation d’enthalpie du système :

Q = Qp = ∆Hadiab

Dans les 2 cas, l’utilisation d’une fonction d’état permet de choisir un autre chemin,
celui de notre choix.
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26 TEMPÉRATURE DE FLAMME

Notons ni la quantité de matière des entités Ai, à l’équilibre.

À pression constante, on obtient la relation suivante :

∆H2 =

∫ Tf

Ti

∑

i

ni Cp,m,i dT

On obtient la température finale des entités présentes en fin de réaction, appelée tempéra-
ture de flamme.

À volume constant, c’est la relation suivante qui est utilisée :

∆U2 =

∫ Tf

Ti

∑

i

ni CV,m,i dT

On peut, pour comprendre le calcul, utiliser le diagramme suivant :

Réactifs à la
température
Ti

Produits à la
température
Tf

Produits à la
température
Ti

∆Uadiab = 0

ou

∆Hadiab = 0

∆U1 = ∆rU ξf

ou

∆H1 = ∆rH ξf

∆U2

ou

∆H2

FIGURE 6.1 – Température de flamme

• Le cas le plus souvent rencontré est celui d’une réaction à pression constante,
et dans ce cas, on utilise la variation d’enthalpie ∆H .

• Dans le schéma précédent, les réactifs éventuellement en excès ont été omis
pour plus de lisibilité.

Remarques
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27

M 7

Potentiel standard

Connaissant les potentiels standard des couples I/0 et II/I , on souhaite déterminer le
potentiel standard du couple II/0.

Raisonnons sur l’exemple du cuivre.

Voici les données connues :
E◦

1 = 0,52 V pour le couple Cu+/Cu(s),
E◦

2 = 0,16 V pour le couple Cu2+/Cu+.

Calculons le potentiel standard du couple Cu2+(aq)/Cu(s).
La demi-équation à considérer est :

Cu2+(aq) + 2 e− ⇄ Cu(s) 3

Calculons tout d’abord le potentiel standard de ce couple :

∆rG
◦ = −nF E◦ pour une réaction de réduction.

n est le nombre d’électrons mis en jeu.

0

Cu(s)
II

Cu2+(aq)

I

Cu+(aq)

∆rG
◦

3

∆rG
◦

2∆rG
◦

1

On en déduit :

∆rG
◦

3 = ∆rG
◦

1 +∆rG
◦

2

Soit :

E◦

3 =
E◦

1 + E◦

2

2
=

0,52 + 0,16

2
= 0,34 V

Le potentiel de ce couple s’écrit alors :

E = E◦

3 + 0,03 log [Cu2+]

= 0,34 + 0,03 log c

= 0,34 + 0,03 log 10−2

= 0,28 V
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28 PENTE DANS UN DIAGRAMME POTENTIEL-PH

M 8

Pente dans un diagramme potentiel-pH

Il est possible de déterminer facilement les pentes des droites dans un diagramme potentiel-
pH.
Soit la demi-équation :

αOx+ ne e
−
⇄ β Red

En effet, la formule de Nernst s’écrit, en notant ne le nombre d’électrons mis en jeu dans
la demi-équation :

E = E◦ +
0,06

ne
log

aα(Ox)

aβ(Red)

8.1 Exemple du zinc

• Pour pH 6 7, l’espèce de degré d’oxydation (II) à considérer est Zn2+ et la demi-
équation s’écrit :

Zn2+ + 2 e− ⇄ Zn(s)

Dans cette demi-équation, il n’y a pas d’ion hydronium H3O
+ : le pH n’intervient

donc pas et le potentiel est constant, donc de pente nulle.

• Pour 7 6 pH 6 13,25, c’est le précipité d’hydroxyde de zinc qui intervient. La
demi-équation correspondante s’écrit en réalité :

Zn(OH)2 + 2 e− ⇄ Zn(s) + 2OH−

Ou avec des ions H+ :

Zn(OH)2 + 2H+ + 2 e− ⇄ Zn(s) + 2H2O

Les activités de l’eau et des solides étant égales à 1, le potentiel peut alors s’écrire :

E = E◦

( Zn(OH)2 /Zn(s))
+

0,06

2
log

[

H+
]2

Soit E = E ′◦ − 0,06 pH .
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8.2 En résumé 29

• Pour pH > 13,25, c’est l’ion complexe qui intervient. La demi-équation correspon-
dante s’écrit en réalité :

Zn(OH)2−4 + 2 e− ⇄ Zn(s) + 4OH−

Ou avec des ions H+ :

Zn(OH)2−4 + 4H+ + 2 e− ⇄ Zn(s) + 4H2O

Les activités de l’eau et des solides étant égales à 1, le potentiel peut alors s’écrire :

E = E◦

(Zn(OH)2−4 /Zn(s))
+

0,06

2
log

[

H+
]4 [

Zn(OH)2−4
]

Soit E = E ′′◦ + 0,03 log c− 0,12 pH .

Les valeurs de E ′◦ et de E ′′◦ peuvent alors être déterminées par continuité en pH = 7 et
pH = 13,25.

L’avantage de cette méthode, c’est son efficacité. Son inconvénient, c’est qu’elle ne per-
met pas de vérifier la continuité aux frontières verticales ; pire, en cas d’erreur, celle-ci est
reportée dans les calculs suivants.

8.2 En résumé

Si comme dans la majorité des cas, les ne électrons se situent du même côté que les nh

ions hydronium H3O
+, alors la pente est donnée par :

0,06

ne
log

[

H+
]nh = −0,06 ne

nh
pH

La pente est donc égale à −0,06 ne

nh

.
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30 APPLICATIONS DES LOIS DE KIRCHHOFF

M 9

Applications des lois de Kirchhoff

Dans ce chapitre, nous allons raisonner sur un exemple.
Soit le circuit suivant :

E

R1

R2

R3

R

b

b

Déterminons l’intensité du courant qui circule dans la résistance R du circuit ci-dessous.

1. Fléchons les tensions et intensités :

E

R1

i1
u1

R2

i2

u2

R3

i3
u3

R uR

b

b

2. Écrivons les lois des mailles et les lois des nœuds :

i1 = i2 + i3 1

E = u1 + u2 2

u2 = u3 + uR 3
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En remplaçant les tensions aux bornes des résistances à l’aide de la loi d’Ohm
u = R i, il vient :

i1 = i2 + i3 1

E = R1 i1 +R2 i2 2’

R2 i2 = R3 i3 +R i3

R2 i2 = (R3 +R) i3 3’

3. Pour résoudre ce système, sachant que nous cherchons i3, il ne faut surtout pas
l’éliminer par substitution. Nous pouvons remplacer i1 dans les autres équations,
ici l’équation 3’ . On obtient :

E = R1 (i2 + i3) +R2 i2

E = (R1 +R2) i2 +R1 i3 2”

R2 i2 = (R3 +R) i3 3’

4. Il reste ensuite à isoler i2 dans une des relations (la plus simple est ici l’équation
3’ ) et à le substituer dans l’autre (ici l’équation 2” ) :

i2 =
R3 +R

R2
i3

puis :

E = (R1 +R2)
R3 +R

R2
i3 +R1 i3

=
(R1 +R2) (R3 +R) +R1R2

R2

i3

5. On isole alors i3 :

i3 =
R2

(R1 +R2) (R3 +R) +R1R2
E
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32 PONT DIVISEUR DE TENSION

M 10

Pont diviseur de tension

Dans ce chapitre, nous allons raisonner sur un exemple.
Soit le circuit suivant :

E

R1

R2

R3

R

b

b

1. Fléchons les tensions et intensités :

E

R1

i1
u1

R2

i2

u2

R3

i3
u3

R uR

b

b

2. On peut ici voir 2 ponts diviseurs de tension :

• Celui qui est à droite puisque i3 traverse à la fois R3 et R.
On a ainsi :

i3 =
u3
R3

=
uR
R

=
u3 + uR
R3 +R

=
u2

R3 +R

On a ainsi 3 relations :
u3
R3

=
uR
R

u3
R3

=
u2

R3 +R
uR
R

=
u2

R3 +R
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• On considère la résistance équivalente à {R2, R3, R} qui vaut :

Réq = R2 ‖ (R3 +R)

=

Å

1

R2
+

1

R3 +R

ã−1

=
R2 (R3 + R)

R2 +R3 +R

On a ainsi le schéma équivalent suivant avec i1 = iéq qui traverse les résis-
tances R1 et Réq :

E

R1

i1
u1

Réq

iéq

u2

On peut alors exprimer :

i1 = iéq =
u1
R1

=
u2
Réq

=
u1 + u2
R1 +Réq

=
E

R1 +Réq

On a ainsi 3 relations :

u1
R1

=
u2
Réq

u1
R1

=
E

R1 +Réq

u2
Réq

=
E

R1 +Réq
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34 PONT DIVISEUR DE COURANT

M 11

Pont diviseur de courant

Soit le circuit suivant :

1. Fléchons les tensions et intensités :

E

R
i

u

R1

i1

u1 R2

i2

u2

b

b
A

B

2. On peut écrire au nœud A :

i = i1 + i2

u1 = R1 i1

u2 = R2 i2

Or, u1 = u2, d’où :

R1 i1 = R2 i2

Comme i = i1 + i2, il vient :

R1 i1 = R2 (i− i1)

Soit :

i1 =
R2

R1 +R2
i

De même, on obtient facilement :

i2 =
R1

R1 +R2
i
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M 12

Régime transitoire

• Il y a continuité de l’intensité circulant dans une inductance.

• Il y a continuité de la tension aux bornes d’une condensateur.

12.1 Résolution des équations différentielles

12.1.1 Équation différentielle du premier ordre

• L’équation homogène

dx (t)

dt
+ α x (t) = 0

a pour solution :

x (t) = λ e−α t

• L’équation

dx (t)

dt
+ α x (t) = A

possède un second membre constant, donc une solution particulière constante. La
dérivée de cette solution particulière est donc nulle et on obtient :

xpart =
A

α

D’où la solution complète :

x (t) = λ e−α t +
A

α
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36 RÉGIME TRANSITOIRE

12.1.2 Équation différentielle du premier ordre

• d2x

dt2
+ ω2

0 x = 0

x (t) = A cosω0 t+B sinω0 t = C cos(ω0 t+ ϕ) = D sin(ω0 t+ ψ)

• d2x

dt2
− ω2

0 x = 0

x (t) = Achω0 t +B shω0 t = C ch(ω0 t + ϕ) = Dsh(ω0 t+ ψ)

• d2x

dt2
+ 2 λ

dx

dt
+ ω2

0 x = 0

∆ = 4 λ2 − 4ω2
0

◦ Si ∆ > 0 :

x(t) = Aer1 t +B er2 t

◦ Si ∆ < 0 :

x(t) = e−λ t (A cosω t+B sinω t) = C e−α t cos(ω t+ϕ) = D e−λ t sin(ω t+ψ)

avec

ω =
»

ω2
0 − λ2

◦ Si ∆ = 0 :

x(t) = e−λ t(A +B t)

• d2x

dt2
+
ω0

Q

dx

dt
+ ω2

0 x = 0

∆ =

Å

ω0

Q

ã2

− 4ω2
0

◦ Si ∆ > 0 (et donc Q <
1

2
) :

x (t) = Aer1 t+B er2 t = e
−

ω0

2Q

Ö

Ae
ω0

Ã

1

4Q2
−1

+B e
−ω0

Ã

1

4Q2
−1

è

avec r1 = −
ω0

2Q
+ ω0

 

1

4Q2
− 1 et r2 = −

ω0

2Q
− ω0

 

1

4Q2
− 1

◦ Si ∆ < 0 (et donc Q >
1

2
) :

x (t) = e
−

ω0

2Q
t

(A cosω t +B sinω t) = C e−α t cos(ω t+ϕ) = D e−λ t sin(ω t+ψ)

avec

ω = ω0

 

1− 1

4Q2

◦ Si ∆ = 0 (et donc Q <
1

2
) :

x (t) = e−ω0 t(A′ +B′ t)
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M 13

Régime sinusoïdal forcé

13.1 Impédances complexes

• Impédance d’une résistance : ZR = R

• Impédance d’un condensateur de capacité C : ZC =
1

j C ω
• Impédance d’une bobine d’inductance L : ZL = j Lω

13.2 Rappels sur les complexes

1

j
= −j

Soit le complexe Z = a + j b.
Son module vaut |Z| =

√
a2 + b2.

Son argument vaut ϕ = arg(Z) =

arctan
b

a
. ϕ

a

b

Re

Im

Z

O

13.3 Transposition complexe <> transitoire

On à les équivalences suivantes :

dX (t)

dt
< − > j ωX et

∫

X (t) dt < − >
X

j ω
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38 ÉLECTRONIQUE DE L’AMPLIFICATEUR LINÉAIRE INTÉGRÉ

M 14

Électronique de l’amplificateur linéaire
intégré

L’amplificateur linéaire intégré, noté ALI est également appelé amplificateur opérationnel
noté AO et a comme diminutif Ampli-Op.

14.1 Amplificateur idéal ou réel

Il faut tout d’abord savoir si l’amplificateur linéaire intégré est idéal (parfait) ou réel. Pour
l’ALI idéal :

−

+
∞

v−
v+

vs

On notera le signe infini

pour l’amplificateur idéal.

(a) schéma

ε

vs

+Vsat

−Vsat
saturation (négative)

saturation (positive)
régime linéaire

(b) caractéristique
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14.2 Régime 39

FIGURE 14.1 – ALI idéal

et pour l’ALI réel :

−

+v−
v+

vs

Pas de signe∞

(a) schéma

ε

vs

+Vsat

−Vsat
saturation

saturation

régime linéaire

(b) caractéristique

FIGURE 14.2 – ALI réel

Très souvent, on travaille avec le modèle idéal pour lequel i+ = i− = 0, ce qui n’est pas
le cas de l’ALI réel.

14.2 Régime

Indices pour déterminer le régime de fonctionnement de l’ALI :

• Si la rétroaction est seulement sur la borne inverseuse, on a une rétroaction négative
et un régime linéaire.

• S’il y a rétroaction sur la borne non inverseuse, c’est un bon indice de fonctionne-
ment saturé.

Conséquences :

• Si l’ALI est idéal et que le régime est linéaire, alors V+ = V−, donc ε = V+−V− =
0.
Si une des bornes est reliée à la masse, alors V+ = V− = 0.

• Si le régime est saturé, alors Vs = +Vsat si ε > 0 et Vs = −Vsat si ε < 0.
On fait alors une hypothèse sur les conditions initiales, par exemple ε > 0 à t = 0.

14.3 Étude du circuit

Rappelons que pour l’ALI idéal, i+ = i− = 0.
Il faut flécher les intensités et les tensions en respectant les conventions (récepteur par
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40 ÉLECTRONIQUE DE L’AMPLIFICATEUR LINÉAIRE INTÉGRÉ

exemple).
En exprimant le courant dans une branche, on peut repérer un pont diviseur de tension et
ainsi trouver des relations entre les tensions.

On ne connaît jamais le courant de sortie de l’ALI.

14.4 Outils mathématiques

• Si le régime est sinusoïdal permanent, alors il ne faut pas hésiter à utiliser la notation

complexe avec ZR = R, ZC =
1

j C ω
et ZL = j Lω.

• Si le régime est non sinusoïdal, par exemple en régime saturé, il faut mieux utiliser

les relations instantanées du type iC =
dq

dt
= C

duC
dt

, uC =
q

C
, uL = L

diL
dt

.
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M 15

Résoudre un exercice de mécanique

15.1 Généralités

La méthode générale pour étudier un système mécanique est la suivante :

• Choix du référentiel : galiléen si possible, cela évite de tenir compte des forces
d’inertie d’entraînement et de Coriolis.

• Choix du système : cela peut être un sous-système qui tourne, qui subit un mouve-
ment de translation ou un ensemble de sous-systèmes.

• Bilan des forces : il s’agit d’effectuer un inventaire des forces appliquées au sys-
tème. On pourra distinguer forces intérieures/forces extérieures ou bien forces conser-
vatives/forces non conservatives.

• Choix du ou des théorèmes à appliquer.

◦ Si le système est en translation rectiligne, on pourra lui appliquer le principe
fondamental de la dynamique (ou théorème de la résultante cinétique) projeté
sur la direction de translation. Le théorème de l’énergie cinétique (ou une de
ses variantes) est également applicable car il n’y a qu’un seul paramètre du
mouvement, x par exemple.

◦ Si le système est en rotation autour d’un axe fixe, on pourra lui appliquer le
théorème du moment cinétique projeté sur l’axe de rotation ou bien le théo-
rème de l’énergie cinétique car là encore, il n’y a qu’un seul paramètre du
mouvement, θ par exemple.

• Choix de la base de projection : en fonction du type de mouvement, il vaudra mieux
se placer en coordonnées cartésiennes ou cylindriques, suivant que le système est
en translation ou en rotation.

15.2 Théorèmes
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42 RÉSOUDRE UN EXERCICE DE MÉCANIQUE

• Le principe fondamental de la dynamique ou seconde loi de Newton postule que
dans un référentielR1 galiléen :

∑−→
F ext = m−−→a(M)/R1

Sa projection sur 3 axes de la base choisie fournit ainsi 3 équations.

• Le théorème de l’énergie cinétique donne la variation élémentaire d’énergie ciné-
tique :

dEc(M)/R1
=

∑

i

δWi = δW
Ä∑−→

F
ä

Ainsi, entre deux instants t1 et t2, le théorème de l’énergie cinétique devient :

∆Ec(M)
= Ec(M)t2 − Ec(M)t1 =

∑

i

Wi = W
Ä∑−→

F
ä

= Wext+int

avec :

Wi =

∫ M2

M1

−→
Fi ·
−→
dℓ

On peut aussi, en exprimant la variation d’énergie cinétique par unité de temps,
écrire :

dEc(M)/R1

dt
=

∑

i

δWi

dt
=

∑

i

Pi

C’est une relation scalaire qui est obtenue ici, donc bien adaptée à un mouvement à
un seul paramètre.

• Le théorème du moment cinétique s’écrit :
Å

d−−→σ(O)/R1

dt

ã

R1

= Σ
−−→
OM ∧ −→F ext = Σ

−−−→M(O)

O est un point fixe d’un référentiel /R1 galiléen.
La projection de ce théorème fournit 3 équations mais si la rotation se fait autour
d’un axe fixe, une seule est utile.
Le moment cinétique s’écrit pour un point :

−−→σ(O) =
−−→
OM ∧ −→p =

−−→
OM ∧m−→v

Le moment cinétique d’un solide tournant autour d’un axe fixe ∆ s’écrit :

σ(∆) = J∆w

Le moment en O d’une force
−→
F appliquée en A s’écrit :

−−−→M(O) =
−→
OA ∧ −→F

Le théorème de l’énergie cinétique fait intervenir les forces extérieures et intérieures.
Les deux autres ne tiennent compte que des forces extérieures.
Le travail des forces intérieures d’un solide est nul.
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15.3 Forces conservatives 43

15.3 Forces conservatives

15.3.1 Définitions

Une force conservative peut se mettre sous la forme :

−→
F = −−−→gradEp

Le travail d’une force conservative est donné par :

δW
(
−→
FC)

=
−→
FC ·
−→
dℓ = −dEp

15.3.2 Exemples de forces conservatives et énergies po

tentielles associées

Force Énergie potentielle En fixant la constante

−→
fe =

q q′

4 π ε0 r2
−→er Ep,e =

q q′

4 π ε0 r
+ Cte Ep,e(∞) = 0⇒ Ep,e =

q q′

4 π ε0 r

−→
fg = −G mm′

r2
−→er Ep,g = −G

mm′

r
+ Cte Ep,g(∞) = 0⇒ Ep,g = −G

mm′

r

−→
P = m−→g

Ep,p = mg z + Cte

avec un axe ascendant Ep,p(0) = 0⇒ Ep,p = mg z

−→
fr =

−k [ℓ (t)− ℓ0] −→ex

Ep,r =

k [ℓ (t)− ℓ0]2
2

+ Cte

Ep,r(ℓ = ℓ0) = 0⇒ Ep,r =

k [ℓ (t)− ℓ0]2
2

15.3.3 Théorème de l’énergie mécanique

En séparant forces conservatives et forces non conservatives, on obtient :

dEm(M)/R1
= Σ δW

(
−−−→
FNC)

ou bien :

∆Em(M)/R1
= ΣW

(
−−−→
FNC )

ou encore :

dEm(M)/R1

dt
= ΣP

(
−−−→
FNC)
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44 RÉSOUDRE UN EXERCICE DE MÉCANIQUE

15.3.4 Stabilité d’un équilibre

Considérons un système dont la position ne dépend que d’une seule variable de l’espace.
Supposons que M (m), point matériel de masse m, soit soumis à la force résultante

−→
F

conservative.
Les positions d’équilibre du système sont les extrema de la fonction Ep. Si l’énergie
potentielle est fonction de la variable x, elles sont donc données par :

dEp

dx
= 0

Si la fonction est convexe au voisinage de l’équilibre, alors l’équilibre est stable et :

d2Ep

dx2
> 0

Si la courbe est concave au voisinage de l’équilibre, alors l’équilibre est instable. Dans ce
cas, on :

d2Ep

dx2
< 0
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M 16

Principes de la thermodynamique

16.1 Points de cours

16.1.1 Quelques formules indispensables

Certaines formules du cours sont indispensables :

• le premier principe : dU = δW + δQ

• la première loi de Joule : dU = CV dT pour les gaz parfaits

• la définition du travail : δW = −Pext dV

• la loi des paz parfaits P V = nRT

• . . .

16.1.2 Réflexions en amont

Il est très important de se poser les bonnes questions avant d’aborder un exercice.

• Quel est le système?

◦ Si le système est gazeux, on pourra lui appliquer la loi des gaz parfaits P V =
nRT , la relation de Mayer CP − CV = nR, les deux lois de Joule dU =
CV dT et dH = CP dT .
Pour la variation d’entropie, on pourra utiliser :

∆S = CV ln
Tf
Ti

+ nR ln
Vf
Vi

= CP ln
Tf
Ti
− nR ln

Pf

Pi

Si la transformation est adiabatique réversible, la loi de Laplace sera appli-
cable : P V γ = Cte.

◦ Si le système est une phase condensée, on aura dU = C dT et dS = C
dT

T
.
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46 PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE

◦ Si la transformation traduit un changement d’état, on aura à mettre en jeu les
chaleurs latentes de changement d’état.

◦ . . .
• Que vaut Pext ?

◦ La transformation est-elle infiniment lente? Si oui, on peut considérer qu’elle
est quasi-statique et mécanique réversible, ce qui implique que Pext = P à tout
instant. Si elle est réversible, mécaniquement et thermiquement, alors Pext =
P et Text = T à tout instant.

◦ Si la transformation est brutale et qu’on est à l’équilibre à la fin, cela signifie
que la pression finale est appliquée dès le début, soit Pext = Pfinale.

• Quelles sont les fonctions d’état particulièrement intéressantes?

◦ dans le cas d’une transformation monobare, on a Qp = ∆H

◦ dans le cas d’une transformation monochore, on a QV = ∆U

◦ dans le cas d’une transformation isentropique, on a ∆S = 0

16.1.3 Dérivée logarithmique

Il est important de maîtriser cette notion.
Par exemple, avec la loi des gaz parfaits, on peut écrire :

P V nRT

lnP + lnV = lnn+ lnR + lnT

dP

P
+
dV

V
=
dn

n
+
dR

R
+
dT

T

R est constant et si n est constant, on obtient :

dP

P
+
dV

V
=
dT

T

On peut faire de même avec la loi de Laplace :

P V γCte

lnP + γ lnV = 0

dP

P
+ γ

dV

V
= 0

16.1.4 Deuxième principe

Le bilan entropique s’écrit :

∆S = Séchangée + Scréée

L’entropie étant une fonction d’état, on peut calculer sa variation de n’importe quelle
façon, notamment en choisissant un chemin réversible, ce qui fournit :

dS =
δQ

T
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16.2 Exemple d’exercice 47

En effet, par ce chemin réversible, on a Text = T et δScréée = 0.
Le système étant un gaz parfait, on a ici :

∆S = CV ln
Tf
Ti

+ nR ln
Vf
Vi

= CP ln
Tf
Ti
− nR ln

Pf

Pi

L’entropie échangée est donnée par :

Séchangée =

∫

δQ

Text

Ici, la température extérieure est constante et vaut T1, ce qui donne :

Séchangée =

∫

δQ

Text
=

∫

δQ

T1
=
Q

T1

L’entropie créée sera calculée par différence :

Scréée = ∆S − Séchangée

16.2 Exemple d’exercice

Compression isotherme ou monotherme :

Un gaz parfait est enfermé dans un cylindre à l’intérieur duquel peut coulisser (sans frot-
tement) un piston de masse négligeable.
La température est T1 = Text = 293K, la pression est P1 = Pext = 1,00 atm, le volume
V1 = 5,00L.
La paroi du cylindre est bonne conductrice de chaleur, ce qui fait qu’à l’équilibre, la tem-
pérature du gaz est toujours Text = 293K.

1. En appuyant sur le piston, on augmente très lentement la pression jusqu’à P2 =
10,0 atm. Calculer le volume final V2, la température finale T2, la variation d’éner-
gie interne ∆U et la quantité de chaleur reçue Q.

2. On passe maintenant brusquement de P1 à P2, en plaçant sur le piston une masse
adéquate. Calculer les mêmes grandeurs que l’on notera V ′

2 , T ′

2, ∆U ′ et Q′.

3. Calculer les variations d’entropie dans les deux cas, l’entropie échangée et l’entro-
pie créée.

16.3 Correction détaillée

1. On augmente très lentement le piston jusqu’à P2 = 10,0 atm.
Le système étant un gaz parfait, on a P V = nRT .
Les températures initiale et finale étant égales et le système étant fermé (n = Cte),
on a P V = Cte.

• Le volume final V2 est alors V2 =
P1

P2
V2 = 0,500L

• La température finale T2 n’a pas changée : T2 = T1

• La température est identique au début et à la fin.
La première loi de Joule ∆U = CV ∆T donne ∆U = 0.
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48 PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE

• Le premier principe s’écrit ∆U = W + Q avec ∆U = 0. La quantité de cha-
leur reçue Q vaut ainsi Q = −W .
La transformation est très lente, donc mécaniquement réversible, ce qui im-
pose Pext = P , soit

Pext = P =
nRT1
V

On en déduit :

Q = nRT1

∫ V2

V1

dV

V

= nRT1 ln
V2
V1

= P1 V1 ln
V2
V1

= −1,17 kJ

2. Cette fois, on passe maintenant brusquement de P1 à P2, en plaçant sur le piston
une masse adéquate. La pression vaut donc dès le départ la pression d’équilibre,
c’est-à-dire Pext = P2.

• Le volume final V2 est inchangé : V2 =
P1

P2

V2 = 0,500L

• La température finale T2 n’a pas changée non plus : T2 = T1

• La variation d’énergie interne ∆U ′ est donc également nulle : ∆U ′ = 0

• La quantité de chaleur reçue Q′ vaut Q′ = −W ′.

Q′ = P2

∫ V2

V1

dV

= P2 (V2 − V1)
= −4,56 kJ

3. Deuxième principe :

• Dans le premier cas :

◦ ∆S =

∫

δQ

T
=
P1 V1
T1

ln
V2
V1

= −3,99 J.K−1

◦ Séchangée =
Q

Text
=
Q

T1
= ∆S

◦ Scréée = ∆S − Séchangée = 0 : c’est normal puisque la transformation est
réversible.

• Dans le second cas :

◦ ∆S ′ = −3,99 J.K−1.mol−1 est inchangée car c’est une fonction d’état.

◦ S ′échangée =
Q′

Text
=
Q′

T1
= −15,6 J.K−1

◦ S ′créée = ∆S ′ − S ′échangée = 11,6 J.K−1 > 0, ce qui est normal car la
transformation est irréversible.
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M 17

Bilan massique

Considérons un fluide réel, incompressible, en écoulement stationnaire dans un système
de conduites.

δme δms
M(t)

x x+ dx

Σ

entrée sortie

v(x, t) dt v(x+ dx, t) dt

FIGURE 17.1 – Bilan massique à 1 dimension

À l’instant t, le système est composé du système fermé {entrée + Σ} de masse δme +
M(t) et à l’instant t + dt, il est composé du système fermé {sortie + Σ} de masse
δms +M(t + dt).

En notant S la section de la conduite, la masse m(t) de la particule de fluide à l’instant t
vaut :

m(t) =M(t) + δme

= ρ(x, t)S dx + ρ(x, t)S v(x, t) dt

La masse m(t + dt) de la particule de fluide à l’instant t + dt vaut :

m(t + dt) =M(t + dt) + δms

= ρ(x+ dx, t)S dx + ρ(x+ dx, t)S v(x+ dx, t) dt

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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50 BILAN MASSIQUE

La conservation de la masse de la particule de fluide s’écrit :

m(t + dt) = m(t)

M(t + dt) + δms = M(t) + δme

M(t + dt)−M(t) = δme − δms

dM(t) = δme − δms

∂M(t)

∂t
dt = +ρ(x, t)S v(x, t) dt− ρ(x+ dx, t)S v(x+ dx, t) dt

∂ρ(t)

∂t
S dx dt = − [ρ(x+ dx, t) v(x+ dx, t)− ρ(x, t) v(x, t)] S dt

∂ρ(t)

∂t
dx = − [ρ(x+ dx, t) v(x+ dx, t)− ρ(x, t) v(x, t)]

∂ρ(t)

∂t
dx = −∂ (ρ v)

∂x
dx

Soit, avec jx = ρ v :

∂jx
∂x

+
∂ρ

∂t
= 0

En généralisant dans les 3 directions de l’espace, on obtient :

div
−→
j +

∂ρ

∂t
= 0
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M 18

Champs électrique et magnétique

18.1 Sources du champ

En priorité, il est nécessaire de comprendre quelle est la source du champ :
• Des charges fixes créent un champ électrique

−→
E .

• Des charges électriques en mouvement ou des courants électriques sont la source
d’un champ magnétique

−→
B et d’un potentiel-vecteur

−→
A .

18.2 Choix d’une base

La symétrie du système impose souvent le choix de la base : cartésienne, cylindrique,
sphérique. Parfois, on peut aussi bien choisir la base cartésienne ou la base cylindrique
(par exemple dans le cas d’un plan infini chargé en surface).
Il est très important de comprendre que les bases polaire ou cylindrique sont tournantes
et donc liées à la position du point M choisi.
Si la distribution est composée de plusieurs fils (ou câbles) parcourus par des courants,
chaque fil (ou câble) possède sa base cylindrique avec des origines éventuellement diffé-
rentes.
Si elle est composée de deux sphères chargées, chaque sphère possède sa base sphérique
avec des origines éventuellement différentes.

18.3 Invariances

• Si on peut translater la distribution (la source du champ) suivant une direction (par
exemple z) sans modifier celle-ci, cela signifie que la distribution est invariante par
translation suivant ce paramètre. Dans ce cas, le champ (

−→
E ou

−→
B ) ne dépend pas

de ce paramètre (ici z).

• De la même façon, si on peut faire tourner la distribution (la source du champ) d’un
certain angle (par exemple θ) sans modifier celle-ci, cela signifie que la distribution
est invariante par rotation. Dans ce cas, le champ (

−→
E ou

−→
B ) ne dépend pas de ce

paramètre (ici θ).
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52 CHAMPS ÉLECTRIQUE ET MAGNÉTIQUE

18.4 Symétries

• Pour un champ électrique
−→
E , l’élément de charge considéré sera la charge q pour

une charge ponctuelle, dq = λ dℓ pour une distribution linéique, d2q = σ d2S pour
une charge surfacique, d3q = ρ d3τ pour une distribution volumique.

• Pour un champ magnétique
−→
B , l’élément considéré sera l’élément I

−→
dℓ pour une

distribution linéique,
−→
js pour une distribution surfacique,

−→
j pour une distribution

volumique.

Les plans de symétrie ou d’antisymétrie que l’on choisit doivent contenir le point M ,
point auquel on cherche le champ.

• Si pour tout point de la distribution, le symétrique de l’élément par le plan donne
un autre élément de la distribution identique, alors, le plan considéré est est un plan
de symétrie.

• Si pour tout point de la distribution, le symétrique de l’élément par le plan donne
un autre élément de la distribution opposé, alors le plan considéré est est un plan
d’antisymétrie.

Les comportements des champs
−→
E et

−→
B sont alors différents :

• Le champ
−→
E appartient aux plans de symétrie et est orthogonal aux plans d’antisy-

métrie.

• Le champ
−→
B appartient aux plans d’antisymétrie et est orthogonal aux plans de

symétrie.

• Le potentiel-vecteur possède les mêmes propriétés que le champ
−→
E mais attention,

la source de
−→
A est une distribution de courant.

18.5 Théorèmes pour les distributions à haut
degré de symétrie

Dans le cas des distributions à haut degré de symétrie, il est souvent possible d’appliquer :

• le théorème de Gauss pour le champ
−→
E :

Φ =
{

(Σg)

−→
E (M) · d2

−→
S g =

Qint

ε0

• le théorème d’Ampère pour le champ magnétique
−→
B :

C =
∮

(Γa)

−→
B · −→dℓa = µ0 iint == µ0 ienlacé
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18.6 Choix de la surface de Gauss et du contour
d’Ampère

Pour les deux théorèmes, le terme de gauche comporte un produit scalaire.
Il convient de le simplifier en considérant que lorsque deux vecteurs sont colinéaires, le
cos est égal à 1 et lorsqu’ils sont sont orthogonaux, le produit scalaire vaut 0. D’où l’im-
portance de l’étude de symétrie.
Par ailleurs, si le produit scalaire est non nul, il est important de pouvoir sortir le champ
de l’intégral. Pour cela, il faut qu’il soit constant sur la surface ou le contour choisis. D’où
l’importance de l’étude des invariances.
Ces considérations imposent le choix de la surface de Gauss pour le champ

−→
E ou du

contour d’Ampère pour le champ
−→
B .
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M 19

Lentilles minces

19.1 Quelques définitions

En optique, il est nécessaire d’orienter l’espace. En général, on choisit la convention sui-

vante : ⊕
1

OA′
− 1

OA
=

1

OF ′

avec OF ′ = f ′ la distance focale image de la lentille.

Le plan focal objet est le plan perpendiculaire à l’axe optique et passant par F , foyer objet
de la lentille.

Le plan focal image est le plan perpendiculaire à l’axe optique et passant par F ′, foyer
image de la lentille.

19.2 Objet réel/virtuel  Image réelle/virtuelle

• Objet réel : Du point de vue de l’optique, tout point d’un objet réel envoie des
rayons lumineux vers la face d’entrée des instruments.
Un point objet réel, pour un système optique S, est situé en avant (à gauche en
principe) de la face d’entrée de celui-ci, dans le sens de propagation de la lumière.

• Objet virtuel : Un point objet virtuel, pour un système optique S, est situé en
arrière (à droite en principe) de la face d’entrée de celui-ci, dans le sens de propa-
gation de la lumière.

• Image réelle : De même, les rayons qui émergent (qui sortent) de la face de sortie
du système optique forment une image réelle s’ils passent par "un point" situé après
(en principe à droite) cette face toujours dans le sens de propagation de la lumière.
Expérimentalement une image réelle peut être recueillie sur un écran.
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19.3 Quelques règles 55

• Image virtuelle : Dans le cas où ce ne sont pas les rayons eux-mêmes mais leurs
supports prolongés qui passent par "un point" en sortant de l’instrument, on dit que
l’image est virtuelle. Elle ne peut pas être recueillie sur un écran.
Pour l’œil regardant vers la source de lumière, les rayons semblent provenir de ce
point (à gauche). Ce n’est qu’une apparence.

O

Lentille mince

Objet réel

Image virtuelle

Objet virtuel

Image réelle

19.3 Quelques règles

• Un faisceau de rayons lumineux parallèles entre eux passe par un même point du
plan focal image après réfraction par la lentille.

• Si ce faisceau est parallèle à l’axe optique, alors ce point est le point focal image
F ′.

• Un faisceau de rayons lumineux parallèles entre eux qui sort après réfraction par la
lentille provient d’un même point appartenant au plan focal objet de la lentille.

• Si ce faisceau est parallèle à l’axe optique, alors ce point est le point focal objet F .

• Un rayon lumineux qui passe à travers le centre optique O de la lentille se propage
toujours en ligne droite.

19.4 Exemples

19.4.1 Exercice

1. Donner la nature de l’image donnée par une lentille mince convergente dans les cas
suivants :

(a) Objet réel placé avant F ,

(b) Objet réel placé entre F et O,

(c) Objet virtuel placé entre O et F ′,

(d) Objet virtuel placé au-delà de F ′.

2. Donner la nature de l’image donnée par une lentille mince divergente dans les cas
suivants :

(a) Objet réel placé avant F ′,
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56 LENTILLES MINCES

(b) Objet réel placé entre F ′ et O,

(c) Objet virtuel placé entre O et F ,

(d) Objet virtuel placé au-delà de F .

On pourra utiliser des schémas suivants :

F F ′
O

B

A

F F ′
O

B

A

F F ′
O

B

A
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P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

19.4 Exemples 57

F F ′
O

B

A

F ′ FO

B

A

F ′ FO

B

A

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

58 LENTILLES MINCES

F ′ FO

B

A

F ′ FO

B

A

19.4.2 Correction

1. Nature de l’image donnée par une lentille mince convergente dans les cas suivants :

(a) Objet réel placé avant F :

F F ′
O

B

A

B′

A′

(b) Objet réel placé entre F et O :
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F F ′
O

B

A

B′

A′

(c) Objet virtuel placé entre O et F ′ :

F F ′

O

B

A

B′

A′

(d) Objet virtuel placé au-delà de F ′ :

F F ′
O

B

A

B′

A′

2. Nature de l’image donnée par une lentille mince divergente dans les cas suivants :

(a) Objet réel placé avant F ′ :
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60 LENTILLES MINCES

F ′ FO

B

A

B′

A′

(b) Objet réel placé entre F ′ et O :

F ′ FO

B

A

B′

A′

(c) Objet virtuel placé entre O et F :

F ′ F

O

B

A

B′

A′

(d) Objet virtuel placé au-delà de F :
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19.4 Exemples 61

F ′ FO

B

A

B′

A′
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M 20

Système masse-ressort

20.1 Bases de la résolution

Comme dans tous les exercices de mécanique, il va nous falloir :

• définir un système, ici la masse m accrochée au ressort.

• définir un référentiel d’étude, ici le référentiel terrestre, supposé galiléen, ce qui
nous affranchit des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis (Hors Programme).

• effectuer un bilan des forces.

• en fonction de l’allure du mouvement, définir une base de projection, par exemple
cylindrique ( −→er , −→eθ , −→ez ) ou cartésienne ( −→ex , −→ey , −→ez ).

• encore en fonction de l’allure du mouvement, appliquer un ou l’autre des théorèmes
de la mécanique.

20.2 Système masseressort vertical

Comme dit précédemment, on étudie la masse m dans le référentiel du laboratoire.
Effectuons un schéma du dispositif.

20.2.1 Dispositif
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20.2 Système masse-ressort vertical 63

Ressort à vide
ℓ = ℓ0

À l’équilibre
ℓ = ℓéq

En mouvement
ℓ = ℓ (t)

20.2.2 Bilan des forces

Les forces appliquées sont :

• le poids
−→
P = m−→g ,

• la force de rappel élastique
−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→u où ℓ (t) est la longueur du

ressort à l’instant t et ℓ0 sa longueur à vide, c’est-à-dire au repos total. −→u est un
vecteur unitaire dirigé vers le bas.
On peut vérifier que si ℓ (t) > ℓ0 (ressort étiré), alors la force de rappel est dirigée
vers le haut et que si ℓ (t) < ℓ0 (ressort comprimé), alors la force de rappel est
dirigée vers le bas.

20.2.3 Théorèmes applicables

Ces deux forces étant verticales, le mouvement sera vertical, donc ne dépendant que d’un
seul paramètre, z par exemple. De ce fait, le théorème de l’énergie cinétique sera parfai-
tement adapté à cette étude.
On peut également utiliser le principe fondamental de la dynamique.
Par contre, comme il n’y a pas de rotation, le théorème du moment cinétique n’est pas
adapté.

20.2.4 Base de projection

Étant donné l’allure du mouvement, on peut choisir un axe z.
Deux choix s’offrent à nous : z ascendant ou z descendant.
Il est plus facile d’avoir ℓ (t) et z (t) = z de même signe, donc choisissons z descendant.
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64 SYSTÈME MASSE-RESSORT

20.2.5 Conséquences

Par conséquent, le poids vaut :

−→
P = m−→g = +mg −→ez

Pour la force de rappel élastique
−→
T exercée par le ressort, on a également le choix de

l’origine du repère. En effet, la base de projection n’a pas d’origine.
Trois choix s’offrent à nous (les trois donneront la même solution) :

1 le zéro de z sur le point d’attache en haut. Dans ce cas, ℓ (t) = z :

−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ez = −k (z − ℓ0) −→ez

2 le zéro de z au niveau de l’extrémité du ressort à vide. Dans ce cas, ℓ (t) = ℓ0 + z :

−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ez = −k (z − 0) −→ez = −k z −→ez

On peut vérifier au passage que lorsque z > 0, ℓ > ℓ0 et
−→
T est dirigée vers le haut.

3 le zéro de z au niveau de l’extrémité du ressort à l’équilibre. Dans ce cas, ℓ (t) =
ℓéq + z :

−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ez

On peut écrire à l’équilibre :

−→
T éq = −k [ℓéq − ℓ0] −→ez = −−→P = −mg −→ez

Soit ℓéq = ℓ0 +
mg

k
. D’où :

−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ez

= −k [ℓ (t)− ℓéq + ℓéq − ℓ0] −→ez
= (−k [ℓ (t)− ℓéq]−mg) −→ez
= − (k z +mg) −→ez

20.2.6 Équation différentielle du mouvement

20.2.6.1 Principe fondamental de la dynamique

On pose ω2
0 =

k

m
.

Considérons chacun des trois cas précédents et appliquons au système le principe fonda-
mental de la dynamique :

1 En projection sur −→ez , on obtient la relation :

m z̈ = mg − k (z − ℓ0)

On en déduit l’équation différentielle sous la forme type suivante :

z̈ + ω2
0 z = g + ω2

0 ℓ0 = ω2
0 zéq,1
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20.2 Système masse-ressort vertical 65

2 En projection sur −→ez , on obtient la relation :

m z̈ = mg − k (z − 0)

On en déduit l’équation différentielle sous la forme type suivante :

z̈ + ω2
0 z = g = ω2

0 zéq,2

3 Dans ce cas, on obtient :

m z̈ = mg − (k z +mg) = −k z

Soit :

z̈ + ω2
0 z = 0 = ω2

0 zéq,3

C’est l’expression la plus simple et en prenant le zéro au niveau de la position
d’équilibre, on ne tient alors compte que des forces supplémentaires par rapport à
la position d’équilibre. On fait donc abstraction du poids qui est déjà pris en compte
dans l’équilibre et l’allongement du ressort vaut uniquement z.

À l’équilibre, dans les 3 cas, mg = k (ℓéq − ℓ0) et :

ℓéq = ℓ0 +
mg

k

20.2.6.2 Théorème de l’énergie cinétique

Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit :

∆Ec =
∑

W (
−→
F )

L’énergie potentielle est définie par W (
−→
F ) = −∆Ep.

On obtient ainsi :

∆Ec +∆Ep = 0 = ∆Em

ou bien Em = Cte.

L’énergie cinétique de la masse en translation vaut
1

2
mv2 =

1

2
k ż2.

L’énergie potentielle élastique est définie à une constante près grâce à la relation :

−→
T = −−−→gradEp = −

dEp

dz
−→ez

Il vient ainsi :

Ep,él =
1

2
k (z − λ)2 + Cte

1

où λ dépend de l’approche choisie.
Par exemple, dans le cas le plus simple, le cas 2 , on a λ = 0 car

−→
T = −k z −→ez =

−dEp

dz
−→ez .
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L’énergie potentielle de pesanteur vaut, en raison de
−→
P = mg −→ez = −dEp,p

dz
−→ez (axe z

descendant) :

Ep, p = −mg z + Cte
2

On obtient alors :

Ep =
1

2
k z2 −mg z + Cte

3

Soit :

Em = Ec + Ep =
1

2
m ż2 +

1

2
k z2 −mg z + Cte

3 = Cte

En dérivant, il vient :

z̈ + ω2
0 z = g

Soit la relation trouvée dans le cas 2 avec le principe fondamental de la dynamique.
On peut bien entendu utiliser les approches 1 ou 3 qui donneront, elles aussi, les ré-
sultats obtenus précédemment.

20.2.7 Solutions

Supposons que les conditions initiales soient les suivantes : masse m au repos (donc sans
vitesse initiale) et ressort de longueur ℓ1.
Dans les 3 cas, la solution homogène vaut :

zh (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

Seule la solution particulière change. Considérons chacun des trois cas précédents :

1 La solution particulière, donnée par ż = 0 et z̈ = 0 est zp = ℓ0 +
mg

k
, d’où :

z (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) + zéq,1

À t = 0, on a :

z (t) = A+ ℓ0 + zéq,1 = ℓ1

ż (t) = B ω0 = 0

On en déduit la solution générale complète :

z (t) =

Å

ℓ1 − zéq,1
g

ω2
0

ã

cos (ω0 t) + zéq,1

Soit :

z (t) = (ℓ1 − ℓéq) cos (ω0 t) + ℓéq
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20.2 Système masse-ressort vertical 67

2 Cette fois, la solution particulière, donnée par ż = 0 et z̈ = 0 est zp = zéq,2, d’où :

z (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) + zéq,2

À t = 0, on a :

z (t) = A+ zéq,2 = ℓ1 − ℓ0
ż (t) = B ω0 = 0

On en déduit la solution générale complète :

z (t) = (ℓ1 − ℓ0 − zéq,2) cos (ω0 t) + ℓ0

Soit :

z (t) = (ℓ1 − ℓéq) cos (ω0 t) + ℓ0

3 Ici, la solution particulière, donnée par ż = 0 et z̈ = 0 est zp = 0, d’où :

z (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

À t = 0, on a, avec ℓéq = ℓ0 −
mg

k
:

z (t) = A = ℓ1 − ℓéq

= ℓ1 − ℓ0 +
g

ω2
0

ż (t) = B ω0 = 0

On en déduit la solution générale complète :

z (t) =

Å

ℓ1 − ℓ0 +
g

ω2
0

ã

cos (ω0 t) + ℓ0

Soit :

z (t) = (ℓ1 − ℓéq) cos (ω0 t)

On retrouve les décalages initiaux et on voit que la dernière expression est la plus simple
car sa solution particulière est nulle. En revanche, cette approche nécessite des calculs en
amont sur la force exercée par le ressort.

20.2.8 Résumé

On peut rassembler tout ceci dans un tableau :

Cas 1 2 3

Origine de z point d’attache haut du ressort longueur à vide du ressort longueur à l’équilibre du ressort

Expression de ℓ (t) z (t) ℓ0 + z (t) ℓéq + z (t)

Tension du ressort −k (z − ℓ0) −k z − (k z +mg)

Énergie potentielle
élastique

1

2
k (z − ℓ0)

2 1

2
k z2

1

2
k z2 +mg z

Équation différentielle z̈ + ω2

0
z = g + ω2

0
ℓ0 z̈ + ω2

0
z = g z̈ + ω2

0
z = 0

Solution homogène A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

Solution particulière ℓ0 +
g

ω2

0

= ℓ0 +
mg

k

g

ω2

0

=
mg

k
0

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy
si
qu
e
-
C
hi
m
ie
-
C
P
G
E
T
S
I
-
-
É
ta
bl
is
se
m
en
tS
ai
nt
Jo
se
ph
-
L
aS
al
le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

68 SYSTÈME MASSE-RESSORT

20.3 Système masseressort horizontal

Comme dit précédemment, on étudie la masse m dans le référentiel du laboratoire.
Effectuons un schéma du dispositif.

20.3.1 Dispositif

Ressort au repos : ℓ = ℓ0 = ℓéq

Masse en mouvement : ℓ = ℓ (t)

20.3.2 Base de projection

Étant donné le système, on peut choisir un axe z vertical ascendant et un axe x horizontal
et vers la droite.

20.3.3 Bilan des forces

Les forces appliquées sont :

• le poids
−→
P = m−→g = −mg −→ez ,

• la réaction du support, verticale s’il n’y a pas de frottement
−→
N = N −→ez ,

• la force de rappel élastique
−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ex où ℓ (t) est la longueur du

ressort à l’instant t et ℓ0 sa longueur à vide, c’est-à-dire au repos total.
On peut vérifier que si ℓ (t) > ℓ0 (ressort étiré), alors la force de rappel est dirigée
vers la gauche et que si ℓ (t) < ℓ0 (ressort comprimé), alors la force de rappel est
dirigée vers la droite.

20.3.4 Théorèmes applicables

Il n’y a pas de mouvement vertical et le mouvement a donc lieu uniquement suivant x. De
ce fait, le théorème de l’énergie cinétique sera parfaitement adapté à cette étude.
On peut également utiliser le principe fondamental de la dynamique.
Par contre, comme il n’y a pas de rotation, le théorème du moment cinétique n’est pas
adapté.
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20.3 Système masse-ressort horizontal 69

20.3.5 Choix de l’origine de x

Pour la force de rappel élastique
−→
T exercée par le ressort, on a le choix de l’origine du

repère. En effet, la base de projection n’a pas d’origine.
Deux choix s’offrent à nous (les deux donneront la même solution) :

1 le zéro de x sur le point d’attache à gauche. Dans ce cas, ℓ (t) = x :

−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ex = −k (x− ℓ0) −→ex

2 le zéro de x au niveau de la longueur à vide. Dans ce cas, ℓ (t) = ℓ0 + x :

−→
T = −k [ℓ (t)− ℓ0] −→ex = −k (x− 0) −→ex = −k x −→ex

On peut vérifier au passage que lorsque x > 0, ℓ > ℓ0 et
−→
T est dirigée vers la

gauche.

20.3.6 Équation différentielle du mouvement

En projection sur −→ez , le principe fondamental de la dynamique m−→a =
∑−→

F s’écrit :

m z̈ = 0 = −mg +N

Donc N = mg, ce qui ne nous servira pas pour la suite.

On pose ω2
0 =

k

m
.

Considérons chacun des deux cas précédents et appliquons au système le principe fonda-
mental de la dynamique projeté sur −→ex .

1 En projection sur x, on obtient la relation :

mẍ = −k (x− ℓ0)

On en déduit l’équation différentielle sous la forme type suivante :

ẍ+ ω2
0 x = ω2

0 ℓ0

2 On obtient cette fois la relation :

mẍ = −k (x− 0)

On en déduit l’équation différentielle sous la forme type suivante :

ẍ+ ω2
0 x = 0
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20.3.7 Solutions

Supposons que les conditions initiales soient les suivantes : masse m au repos (donc sans
vitesse initiale) et ressort de longueur ℓ1.
Dans les 2 cas, la solution homogène vaut :

xh (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

Seule la solution particulière change. Considérons chacun des deux cas précédents :

1 La solution particulière, donnée par ẋ = 0 et ẍ = 0 est xp = ℓ0, d’où :

x (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) + ℓ0

À t = 0, on a :

x (t) = A+ ℓ0 = ℓ1

ẋ (t) = B ω0 = 0

On en déduit la solution générale complète :

x (t) = (ℓ1 − ℓ0) cos (ω0 t) + ℓ0

Soit :

x (t) = (ℓ1 − ℓéq) cos (ω0 t) + ℓéq

2 Cette fois, la solution particulière, donnée par ẋ = 0 et ẍ = 0 est xp = 0, d’où :

x (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

À t = 0, on a :

x (t) = A = ℓ1 − ℓ0
ẋ (t) = B ω0 = 0

On en déduit la solution générale complète :

x (t) = (ℓ1 − ℓ0) cos (ω0 t)

Soit :

x (t) = (ℓ1 − ℓéq) cos (ω0 t)

On retrouve les décalages initiaux et on voit que la dernière expression est la plus simple
car sa solution particulière est nulle. En revanche, cette approche nécessite des calculs en
amont sur la force exercée par le ressort.
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20.3 Système masse-ressort horizontal 71

20.3.8 Théorème de l’énergie cinétique

Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit :

∆Ec =
∑

W (
−→
F )

L’énergie potentielle est définie par W (
−→
F ) = −∆Ep.

On obtient ainsi :

∆Ec +∆Ep = 0 = ∆Em

ou bien Em = Cte.

L’énergie cinétique de la masse en translation vaut
1

2
mv2 =

1

2
k ẋ2.

L’énergie potentielle élastique est définie à une constante près grâce à la relation :

−→
T = −−−→gradEp = −

dEp

dx
−→ex

Il vient ainsi :

Ep,él =
1

2
k (x− λ)2 + Cte

1

où λ dépend de l’approche choisie.
Par exemple, dans le cas le plus simple, le cas 2 , on a λ = 0 car

−→
T = −k xz −→ex =

−dEp

dx
−→ex .

L’énergie potentielle de pesanteur est constante : on peut la choisir nulle.
On a ainsi :

Em = Ec + Ep =
1

2
mẋ2 +

1

2
k x2 = Cte

En dérivant, il vient :

ẍ+ ω2
0 x = 0

Soit la relation trouvée dans le cas 2 avec le principe fondamental de la dynamique.
On peut bien entendu utiliser l’approche 1 .

20.3.9 Résumé

On peut rassembler tout ceci dans un tableau :

Cas 1 2

Origine de x point d’attache gauche du ressort longueur à vide (à l’équilibre) du ressort

Expression de ℓ (t) x (t) ℓ0 + x (t) = ℓéq + x (t)

Tension du ressort −k (x− ℓ0) −k x
Énergie potentielle
élastique

1

2
k (x− ℓ0)

2 1

2
k x2

Équation différentielle ẍ+ ω2

0
x = ω2

0
ℓ0 ẍ+ ω2

0
x = 0

Solution homogène A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t) A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

Solution particulière ℓ0 0
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20.4 Avec frottements

20.4.1 Frottements fluides

Les actions de frottements fluides peut être modélisée par une force
−→
f == −λ−→v .

Suivant que le ressort soit vertical ou horizontal, la projection de cette force vaut ainsi
−λ ż ou −λ ẋ.
En divisant par la masse, on en déduit une équation différentielle de la forme :

Ẍ +
λ

m
Ẋ + ω2

0X = ω2
0 Xéq

Ẍ +
ω0

Q
Ẋ + ω2

0X = ω2
0 Xéq

Q est appelé facteur de qualité.
plus le cœfficient λ est grand, plus le facteur de qualitéQ est petit et plus l’amortissement
est important.
On peut passer par l’équation caractéristique pour déterminer la solution homogène de
cette équation différentielle :

r2 +
ω0

Q
r + ω2

0 = 0

Suivant le signe du discriminant, 3 cas sont à considérer :

• Amortissement fort :
λ2

m2
− 4ω2

0 > 0 ou
ω2
0

Q2
− 4ω2

0 > 0 ou Q <
1

2
.

Le régime est apériodique et la solution homogène est de la forme :

X (t) = Aer1 t +B er2 t

• Amortissement critique :
λ2

m2
− 4ω2

0 = 0 ou
ω2
0

Q2
− 4ω2

0 = 0 ou Q =
1

2
.

Le régime est critique et la solution homogène est de la forme :

X (t) = e
−

ω0

Q
t

(A+B t)

• Amortissement faible :
λ2

m2
− 4ω2

0 < 0 ou
ω2
0

Q2
− 4ω2

0 < 0 ou Q >
1

2
.

Le régime est pseudo-périodique de pseudo-pulsation ω et la solution homogène est
de la forme :

X (t) = e
−

ω0

Q
t

(A cosω t+B sinω t) = C e−α t cos(ω t+ϕ) = D e
−

ω0

Q
t

sin(ω t+ψ)

avec ω =

 

ω2
0 −
Å

ω0

Q

ã2

En résumé :

Régime apériodique critique pseudo-périodique

Signe du discriminant > 0 = 0 < 0

Facteur de qualité Q <
1

2
Q =

1

2
Q >

1

2

Solution Aer1 t +B er2 t e
−

ω0

Q
t

(A+B t) e
−

ω0

Q
t

(A cosω t+B sinω t)
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20.4 Avec frottements 73

20.4.2 Frottements solides dans le cas du ressort hori

zontal

Dans ce cas, la force de contact appelée réaction du support peut être considérée comme
la somme deux forces, une verticale

−→
N et une horizontale

−→
T . Ainsi,

−→
R =

−→
T +

−→
N .

On a dans ce cas T 6 f N .
C’est hors programme en Physique TSI mais traité en cours de génie mécanique. . .
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74 PENDULE SIMPLE

M 21

Pendule simple

21.1 Bases de la résolution

Comme dans tous les exercices de mécanique, il va nous falloir :

• définir un système, ici la masse m accrochée au fil de masse négligeable.

• définir un référentiel d’étude, ici le référentiel terrestre, supposé galiléen, ce qui
nous affranchit des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis (Hors Programme).

• effectuer un bilan des forces.

• en fonction de l’allure du mouvement, définir une base de projection, par exemple
cylindrique ( −→er , −→eθ , −→ez ) ou cartésienne ( −→ex , −→ey , −→ez ).

• encore en fonction de l’allure du mouvement, appliquer un ou l’autre des théorèmes
de la mécanique.

21.2 Pendule simple sans frottement

Comme dit précédemment, on étudie la masse m dans le référentiel du laboratoire. Cette
masse placée au point M est suspendue à un fil inextensible et de masse négligeable.
Effectuons un schéma du dispositif.

21.2.1 Dispositif

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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21.2 Pendule simple sans frottement 75

b

θ

O

M −→er

−→eθ

21.2.2 Bilan des forces

Les forces appliquées sont :

• le poids
−→
P = m−→g ,

• la tension du fil
−→
T = −T −→u avec −→u vecteur unitaire dirigé vers le point d’attache

du fil.

21.2.3 Théorèmes applicables

Le mouvement est circulaire, donc ne dépendant que d’un seul paramètre, θ par exemple.
De ce fait, le théorème de l’énergie cinétique sera parfaitement adapté à cette étude.
On peut également utiliser le principe fondamental de la dynamique.
On peut aussi considérer θ comme l’angle de rotation que fait le fil avec la verticale et le
théorème du moment cinétique sera donc également adapté.

21.2.4 Base de projection

Étant donné l’allure du mouvement, on peut choisir une base0 cylindrique ( −→er , −→eθ , −→ez ).

21.2.5 Conséquences

Par conséquent, le poids vaut :

−→
P = m−→g = mg cos θ −→er −mg −→eθ

Pour la tension du fil
−→
T exercée par le fil sur la masse, on peut prendre T > 0 et on a

ainsi :

−→
T = −T −→er

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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21.2.6 Équation différentielle du mouvement

On a :
−−→
OM = ℓ −→er
−→v = ℓ θ̇ −→eθ
−→a = −ℓ ˙theta

2 −→er + ℓ θ̈ −→eθ

21.2.6.1 Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit :

m−→a =
∑

i

−→
Fi

En projection sur −→er et sur −→eθ , il vient :

−mℓ θ̇2 = mg cos θ − T
mℓ θ̈ = −mg sin θ

La deuxième équation donne ainsi :

θ̈ +
g

ℓ
sin θ = 0

21.2.6.2 Théorème de l’énergie cinétique

Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit :

∆Ec =
∑

W (
−→
F )

L’énergie potentielle est définie par W (
−→
F ) = −∆Ep.

On obtient ainsi :

∆Ec +∆Ep = 0 = ∆Em

ou bien Em = Cte.

L’énergie cinétique de la masse en translation vaut
1

2
mv2 =

1

2
mℓ2 θ̇2.

L’énergie potentielle de pesanteur vaut mg h+ Cte, donc avec les notations :

Ep = −mg ℓ cos θ + Cte

L’énergie potentielle est alors :

Em =
1

2
mℓ2 θ̇2 −mg ℓ cos θ + Cte

En dérivant par rapport au temps, on obtient :

dEm

dt
= 0 = mℓ θ̇ θ̈ +mg ℓ θ̇ sin θ

Soit, en considérant θ̇ 6= 0 :

θ̈ +
g

ℓ
sin θ = 0
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21.2 Pendule simple sans frottement 77

21.2.6.3 Théorème du moment cinétique

Le référentiel étant galiléen, on a :
Å

d−−→σ(O)

dt

ã

=
∑−−−→M(O)(

−→
F ext)

d
Ä−−→
OM ∧m−→v

ä

dt
=
−−→
OM ∧ −→T +

−−→
OM ∧←−P

d
Ä

ℓ −→er ∧mℓ θ̇ −→eθ
ä

dt
=
−→
0M ∧ −→P

d
Ä

mℓ2 θ̇ −→ez
ä

dt
= ℓ −→er ∧ (mg cos θ −→er −mg sin θ −→eθ )

mℓ2 θ̈ −→ez = −mg ℓ sin θ −→ez

En effet, le moment de la tension
−→
T est nulle car

−−→
OM et

−→
T sont colinéaires.

De plus
−→
P = m−→g et

−−→
OM font un angle θ.

On peut remarquer que le moment du poids est négatif, ce qui est normal car il est résis-
tant : il s’oppose au mouvement de rotation dans le sens de θ positif.
En projection sur le vecteur −→ez , et en divisant par mℓ2, on obtient l’équation :

θ̈ +
g

ℓ
sin θ = 0

21.2.7 Solution

En considérant des petites oscillations, on peut considérer que sin θ ≃ θ et l’équation
différentielle du mouvement devient :

θ̈ +
g

ℓ
θ = 0

En posant ω2
0 =

g

ℓ
, on obtient l’équation type :

θ̈ + ω2
0 θ = 0

dont la solution est :

θ (t) = A cos (ω0 t) +B sin (ω0 t)

Les constantes sont déterminées à l’aide des conditions initiales. Il faudra utiliser la vi-
tesse angulaire θ̇ :

θ̇ (t) = −Aω0 sin (ω0 t) +B ω0 cos (ω0 t)

• Si par exemple, la masse est lâchée sans vitesse initiale d’un angle θ0, on aura :

θ (0) = θ0 = A

θ̇ (0) = 0B ω0

Soit A = θ0 et B = 0. on aura ainsi :

θ (t) = θ0 cos (ω0 t)
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78 PENDULE SIMPLE

• Si par exemple, la masse est lâchée avec une vitesse initiale v0 d’un angle 0, on
aura :

θ (0) = 0 = A

θ̇ (0) =
v0
ℓ
B ω0

Soit A = 0 et B =
v0
ℓ ω0

. on aura ainsi :

θ (t) =
v0
ℓ ω0

sin (ω0 t)

21.3 Pendule simple avec frottement fluide

Si on considère un frottement fluide du type
−→
f = −λ−→v , cette force est donc :

−→
f = −λ ℓ θ̇ −→eθ

21.3.1 Équation différentielle du mouvement

21.3.1.1 Principe fondamental de la dynamique

En projection sur −→er et sur −→eθ , le principe fondamental de la dynamique donne :

−mℓ θ̇2 = mg cos θ − T
mℓ θ̈ = −mg sin θ − λ ℓ θ̇

La deuxième équation donne ainsi :

θ̈ +
λ

m
θ̇ +

g

ℓ
sin θ = 0

21.3.1.2 Théorème de l’énergie cinétique

Le théorème de l’énergie cinétique s’écrit :

∆Ec =
∑

W (
−→
F )

L’énergie potentielle est définie par W (
−→
F ) = −∆Ep.

Cette fois, en tenant compte de la force de frottement qui est dissipative, on a :

∆Ec +∆Ep =W
Ä−→
f
ä

ou encore :

dEm

dt
= P

Ä−→
f
ä
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21.3 Pendule simple avec frottement fluide 79

L’énergie cinétique de la masse en translation vaut toujours
1

2
mv2 =

1

2
mℓ2 θ̇2.

L’énergie potentielle de pesanteur vaut toujours mg h + Cte, donc avec les notations :

Ep = −mg ℓ cos θ + Cte

L’énergie potentielle est alors :

Em =
1

2
mℓ2 θ̇2 −mg ℓ cos θ + Cte

La puissance de la force de frottement
−→
f vaut :

P
Ä−→
f
ä

=
−→
f v̇ = −λ−→v −̇→v = −λ v2 = −λ ℓ2 θ̇2

dEm

dt
= mℓ θ̇ θ̈ +mg ℓ θ̇ sin θ = −λ ℓ2 θ̇2

Soit, en considérant θ̇ 6= 0 :

θ̈ +
λ

m
θ̇ +

g

ℓ
sin θ = 0

21.3.1.3 Théorème du moment cinétique

Le référentiel étant galiléen, on a :
Å

d−−→σ(O)

dt

ã

=
∑−−−→M(O)(

−→
F ext)

d
Ä−−→
OM ∧m−→v

ä

dt
=
−−→
OM ∧ −→T +

−−→
OM ∧←−P +

−−→
OM ∧←−f

d
Ä

ℓ −→er ∧mℓ θ̇ −→eθ
ä

dt
=
−−→
OM ∧ −→P +

−−→
OM ∧ −→f

d
Ä

mℓ2 θ̇ −→ez
ä

dt
= ℓ −→er ∧ (mg cos θ −→er −mg sin θ −→eθ ) + ℓ −→er ∧

Ä

−λ ℓ θ̇ −→eθ
ä

mℓ2 θ̈ −→ez = −mg ℓ sin θ −→ez − λ ℓ2 θ̇ −→ez
On peut remarquer que le moment de la force de frottement est également négatif, ce qui
est normal car la force

−→
f est résistante : elle s’oppose au mouvement de rotation dans le

sens de θ positif.
En projection sur le vecteur −→ez , et en divisant par mℓ2, on obtient encore l’équation :

θ̈ +
λ

m
θ̇ +

g

ℓ
sin θ = 0

21.3.2 Solutions

On peut mettre l’équation sous la forme type :

θ̈ +
λ

m
θ̇ + ω2

0 θ = ω2
0 θéq

θ̈ +
ω0

Q
θ̇ + ω2

0 θ = ω2
0 θéq
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80 PENDULE SIMPLE

Q est appelé facteur de qualité.
plus le cœfficient λ est grand, plus le facteur de qualitéQ est petit et plus l’amortissement
est important.
On peut passer par l’équation caractéristique pour déterminer la solution homogène de
cette équation différentielle :

r2 +
ω0

Q
r + ω2

0 = 0

Suivant le signe du discriminant, 3 cas sont à considérer :

• Amortissement fort :
λ2

m2
− 4ω2

0 > 0 ou
ω2
0

Q2
− 4ω2

0 > 0 ou Q <
1

2
.

Le régime est apériodique et la solution homogène est de la forme :

θ (t) = Aer1 t +B er2 t

• Amortissement critique :
λ2

m2
− 4ω2

0 = 0 ou
ω2
0

Q2
− 4ω2

0 = 0 ou Q =
1

2
.

Le régime est critique et la solution homogène est de la forme :

θ (t) = e
−

ω0

Q
t

(A+B t)

• Amortissement faible :
λ2

m2
− 4ω2

0 < 0 ou
ω2
0

Q2
− 4ω2

0 < 0 ou Q >
1

2
.

Le régime est pseudo-périodique de pseudo-pulsation ω et la solution homogène est
de la forme :

θ (t) = e
−

ω0

Q
t

(A cosω t +B sinω t) = C e−α t cos(ω t+ϕ) = D e
−

ω0

Q
t

sin(ω t+ψ)

avec ω =

 

ω2
0 −
Å

ω0

Q

ã2

En résumé :

Régime apériodique critique pseudo-périodique

Signe du discriminant > 0 = 0 < 0

Facteur de qualité Q <
1

2
Q =

1

2
Q >

1

2

Solution Aer1 t +B er2 t e
−

ω0

Q
t

(A+B t) e
−

ω0

Q
t

(A cosω t+B sinω t)

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



P
hy

si
qu

e
-

C
hi

m
ie

-
C

P
G

E
T

S
I

-
É

ta
bl

is
se

m
en

tS
ai

nt
Jo

se
ph

-
L

aS
al

le

http ://obelix56.free.fr

CPGE TSI Lorient

81

M 22

Pendule pesant

22.1 Bases de la résolution

Comme dans tous les exercices de mécanique, il va nous falloir :

• définir un système, ici un solide en rotation autour d’un axe (∆).

• définir un référentiel d’étude, ici le référentiel terrestre, supposé galiléen, ce qui
nous affranchit des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis (Hors Programme).

• effectuer un bilan des forces.

• en fonction de l’allure du mouvement, définir une base de projection, par exemple
cylindrique ( −→er , −→eθ , −→ez ) ou cartésienne ( −→ex , −→ey , −→ez ).

• encore en fonction de l’allure du mouvement, appliquer un ou l’autre des théorèmes
de la mécanique.

22.2 Pendule pesant sans frottement

Comme dit précédemment, on étudie le solide (S) dans le référentiel du laboratoire. Ce
solide de centre d’inertie G peut tourner sans frottement autour d’un axe (∆).
Effectuons un schéma du dispositif.

22.2.1 Dispositif
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82 PENDULE PESANT

b

θ

O

M −→er

−→eθ

22.2.2 Bilan des forces

En l’absence de frottements, les forces appliquées sont :

• le poids
−→
P = m−→g ,

• la réaction de l’axe
−→
R = R−→u avec −→u vecteur unitaire inconnu.

22.2.3 Théorèmes applicables

Le mouvement est un mouvement de rotation, donc ne dépendant que d’un seul paramètre,
θ par exemple. De ce fait, le théorème de l’énergie cinétique sera parfaitement adapté à
cette étude.
On peut aussi considérer θ comme l’angle de rotation que fait le fil avec la verticale et le
théorème du moment cinétique sera donc également adapté.
Le principe fondamental de la dynamique ne peut traduire un mouvement de rotation et
ne sera donc pas applicable ici.

22.2.4 Base de projection

Étant donné l’allure du mouvement, on peut choisir une base0 cylindrique ( −→er , −→eθ , −→ez ).

22.2.5 Conséquence

Par conséquent, le poids vaut :

−→
P = m−→g = mg cos θ −→er −mg −→eθ

22.2.6 Équation différentielle du mouvement
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