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P12

Electromagnétisme - introduction

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Courant électrique. Vecteur densité
de courant volumique. Distributions
de courant électrique filiformes.

e Calculer I’intensité du courant électrique traversant une
surface orientée. Justifier la modélisation d’une distribu-
tion de courant par une distribution filiforme.
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12 ELECTROMAGNETISME - INTRODUGTION

En premiere année a été étudiée I’interaction gravitationnelle. C’est une force qui s’exerce a distance mais
ce n’est pas la seule. En effet, la force de Lorentz s’exerce également a distance. Celle-ci a été utilisée
aussi en premiere année pour décrire le mouvement de particules chargées dans un champ électrique ou
magnétique. En deuxieéme année, nous allons expliquer comment sont créés ces champs.

Généralités

Action sur une particule

Comme déja vu en premicre année, une particule de charge ¢ placée en M et animée d’une vitesse o,
placée dans un champ électromagnétique [ E', B], subit une force :

H
Fr = qﬁ(M,t) +q7 A §(M,t)

Cette force est appelée de Lorentz.

Le champ électromagnétique, entité indissociable

Une distribution D de charges et de courants crée en tout point M de 1’espace un champ électromagnétique
[E (a,t), B (a1 Ce couple [ £, B] constitue une entité indissociable.

Régime stationnaire

En régime variable, les champs électrique ﬁ et magnétique § dépendent a la fois de I’espace et du temps.

En régime stationnaire (ou permanent), ces champs sont indépendants du temps. Il apparait alors un décou-
plage et on peut alors étudier séparément les deux champs électrique et magnétique. C’est ce que I’on fera

dans les chapitres sur I’électrostatique (pour E') et sur la magnétostatique (pour ).

Charge électrique

La matiere est électriquement neutre. Cette neutralité résulte d’une fine compensation entre les charges
positives et les charges négatives dans la maticre.
La charge électrique est une grandeur extensive, conservative (non créée et non détruite) et quantifiée.

hl

Charae électrique |

Une charge électrique est dite ponctuelle quand on peut concentrer la totalité de la charge en un point.
On la note q.

BN =

Distribution de charges

Si la charge électrique ne peut pas €tre concentrée en un seul point (ou en différents points), on envisage une
modélisation de méme nature que pour les fluides : une modélisation continue (par opposition a discrete).

On distingue alors trois types de distributions de charges :

e distribution volumique,
e distribution surfacique,

e distribution linéique.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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m Distribution volumique

Soit une distribution volumique de charges, de charge totale ()7, contenue dans un volume total 7.
Soit M un point appartenant au voisinage duquel on définit un volume élémentaire d37'( - Ce
élémentaire dBT( ) contient la charge charge élémentaire d? q(m)-

)

/-(De.r\si—té_ volumiQue de charaes |

On appelle densité volumique de charges, définie au voisinage de M, la grandeur suivante :

_ Paan
dgT(M)

P(a1)

ou plus simplement :

_ dgqy

POD ™ drany

Les unités

La charge s’exprime en C, la densité volumique de charges s’exprime en C.m 3.

/-(Cas par‘tieulie.r')

Une densité volumique est uniforme si :
P(M) = C te VM

On peut alors poser p(pr) = po-

Propriété

La charge totale contenue dans 7 est donnée en fonction de p ) par :

Qr = // Paory = /// Py 2T

Si la distribution est uniforme :

Qr=poT

On peut également définir la densité volumique de particules, c’est-a-dire le nombre de particules par unité

de volume (exprimée en m~3). La densité volumique de charges p vaut :

p=ngq

Dans le cas ou coexistent plusieurs porteurs de charge différents, la densité volumique de charges peut

s’exprimer par :

P:an%
k

m Distribution surfacique et linéique

volume
i
1Q
N v
J
N
J
)
J
[
H
V\

Si I’épaisseur ou la section sont négligeables devant la dimension du corps considéré, on peut effectuer les

approximations suivantes :
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14 ELECTROMAGNETISME - INTRODUGTION

e Dans le cadre d’une distribution surfacique de charges,
d*qary = o) d*Sian
ou plus simplement :
dq
o=—
ds
iH
}i L’explication est assez simple et provient de I’intégration, par exemple suivant z, de I’expression pour
la distribution volumique :

z=h
/dgq(M) = / p(M) dBT(M) avec dgT(]M) =dz d2S(]M)
z=0
qui donne :
/ ) = d*aeary = pny hd” Sy

On peut alors poser o(yr) = p(ar) h-
e Dans le cadre d’une distribution linéique de charges,
gy = Aoy dlan)

ou encore :

dq
A= 7] (avec A = p3s)

/-(Cas par‘ticulie.r)

On obtient dans le cas d’une distribution uniforme :

e pour une distribution surfacique,
Qr =008
e pour une distribution linéique

Qr = Mo/t

m Loi de Coulomb

Soient ¢; et g2 deux charges ponctuelles. La force d’interaction électrostatique exercée par q; sur gz est
donnée par la loi de Coulomb :

Loi de Coulomr

. 1 . . .
Cette force est proportionnelle @ — . On dit qu’elle est newtonienne. C’est une force conservative.
T

Les unités

q1 et g2 s’exprimenten C, r en m, F7_,5 en N et g¢, permittivité du vide, s’exprime en F. 'm L.

Numériquement, g = ~ 88421072 ~ 107" Fm~!

1
36 w10°
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12.5 Courant électrique 15

= Activité 12.1

Calculez le rapport entre la force électrique exercée par le noyau d’un atome d’hydrogene sur son électron
(r = 107 '%m) et Ia force de gravitation exercée entre ces deux mémes éléments.

On donne :

G=6,6710""1 ST et: #

particule proton électron

masse | 1,67 x 10727 | 9,1 x 1073!
charge | 1,6 x 1071 | —1,6 x 10717

m Principe de superposition

Considérons une charge ponctuelle M’ (¢’) de charge ¢’ soumise a I’action de N charges ponctuelles g;.

—
La force résultante F,..s exercée sur M’ (q’ ) est alors :

N /
e q; q i

Fre=Y 22
res : 47‘(607’1-2 i
i
avec
—
MM
|| M M| :

Ceci constitue le principe de superposition. On postule qu’il y a linéarité entre la cause et les effets.
On peut généraliser ceci pour une distribution volumique, surfacique ou linéique.

m Courant électrique

La conduction de I’électricité correspond a un déplacement de porteurs de charges.
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16 ELECTROMAGNETISME - INTRODUGTION

m Intensité électrique

Le débit de charge a travers une surface est appelé I’intensité du courant électrique :

. d@
= =%
dt

Les unités

L’intensité électrique s’exprime en A (Ampére).

FIGURE 12.1 — Intensité du courant électrique

Dans le cas d’un déplacement de particules chargées, de densité volumique de particules n et de vitesse o,
les particules qui traversent la surface S pendant la durée dt sont contenues dans un cylindre de base .S et
de hauteur dh = v dt. Le nombre de ces particules est égal a :

dN =nSdh=nSvdt

Le débit de ces particules a travers S vaut ainsi :
— =nSv
dt
L’intensité du courant électrique s’exprime alors par :
. dQ
1= —
dt

=%(Nq)

_dN
T
=nqSv

ol g vaut —e, par exemple pour un électron.

m Distribution volumique de courant

Si la normale a la surface et la vitesse ne sont pas colinéaires, 1’angle entre les 2 intervient :

i=mnquvScosf

Ceci traduit la propriété d’un produit scalaire et on peut alors introduire :
—
j=nq?

appelé vecteur densité volumique de courant.

Dans le cas ou plusieurs porteurs de charges coexistent, on peut poser :

—
J :an%ﬁ
k
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12.5 Courant électrique 17

i

FIGURE 12.2 — Densité volumique de courant

On obtient alors :
— —
1= 3 ~?avecj :nq7:p7

Cette relation n’est bien siir valable que si la densité de courant j est uniforme sur toute la surface.

Dans un cas plus général, on pourra exprimer le courant électrique par la relation :

i

L’intensité du courant électrique est égal au flux, a travers une section, du vecteur densité de courant.

m Force de Lorentz volumique

Comme déja vu, un Epartlcule de charge g placée en M et animée d’une vitesse 7, placée dans un champ

électromagnétique | ﬁ subit une force :

_>

Fr = qﬁ(M,t) +qT A ﬁ(M,t)
ou plus simplement :

.>

FL = qﬁ + q7 A\ §

En considérant un élément de volume d7(,;) contenant des porteurs de charges de densité volumique 7y,
de charge g, et animés des vitesses i, on peut alors exprimer la force élémentaire s’exercant sur toutes les
particules de ce volume élémentaire :

d?L:Znde(M)Qkﬁ+andT(M)q1€'U—k>/\§
k k

Soit :

= Z Nk gk ﬁdT(M) Jrz ng qu—]c)/\ﬁd’r(M)
k k

En exprimant le vecteur densité volumique de courant j = Z NE Qk % et la densité volumique de charges
K
p= Z Nk qk, On peut ainsi exprimer la force de Lorentz volumique (ou densité volumique de la force de

k
Lorentz) : iii

—
dF
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Enoncés

18
m Exercices : électromagnétisme - introduction

» Exercice 12.1 : Pendule simple électrostatique

Un pendule simple est constitué d’une masse ponctuelle, portant une charge ¢, tenue par un fil de longueur
¢ de masse négligeable.

Sur la verticale du point de suspension (le point O), a la distance ¢ + D sous le point O, on place une charge
¢ fixe, de méme signe que q.

Calculer la période des petites oscillations du pendule ainsi constitué.

Données :
0=1,00m,g=9,81m.s 2 D=1,00m,q=¢q =1,00.102C, m =1,00g, o = 8,84.10" 2 F.m~ L.

» Exercice 12.2 : Equilibre de trois particules chargées

Soient trois particules ponctuelles chargées A, B et C.

A et B sont fixes, distantes de d et portent des charges respectives Q et Q’, de méme signe.

La particule C, de charge @, peut se déplacer librement sur la droite (AB). On I’abandonne a elle-méme.
Déterminer sa position d’équilibre.

Application numérique : Q = 2,00.1075C, Q' =1,00.1078C et d = 1,00 m.
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P13

Electrostatique

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Loi de Coulomb. Champ électrosta-
tique.

Champ électrostatique créé par un
ensemble de charges ponctuelles.
Principe de superposition.

e Exprimer le champ électrostatique créé par une distribu-
tion discrete de charges.

e Citer quelques ordres de grandeur de champs électrosta-
tiques.

Distributions continues de charges :
volumique, surfacique, linéique.

e Décomposer une distribution en des distributions plus
simples dans le but de calculer un champ électrostatique
par superposition.

e Choisir un type de distribution continue adaptée a la situa-
tion modélisée. Evaluer la charge totale d’une distribution
continue dans des situations a géométries simples.

Symétries et invariances du champ
électrostatique.

o Identifier les plans de symétrie et d’antisymétrie d’une dis-
tribution de charges.

o Identifier les invariances d’une distribution de charges.

e Exploiter les symétries et les invariances d’une distribu-
tion de charges pour caractériser le champ électrostatique
créé.

Saint Joseph - LaSalle
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ELECTROSTATIQUE

Notions et contenus

Capacités exigibles

Circulation du champ électrosta-
tique. Notion de potentiel électro-
statique.

Opérateur gradient.

e Relier le champ électrostatique au potentiel.

e Exprimer le potentiel créé par une distribution discrete de
charges.

e Connaitre I’expression de 1’opérateur gradient en coor-
données cartésiennes.

e Calculer un champ électrostatique a partir du potentiel,
I’expression de 1’opérateur gradient étant fournie dans le
cas des coordonnées sphériques et cylindriques.

e Calculer une différence de potentiel par circulation du
champ électrostatique dans les cas simples.

Flux du champ électrostatique.
Théoréme de Gauss.

e Reconnaitre les situations pour lesquelles le champ élec-
trostatique peut étre calculé a 1’aide du théoréme de Gauss.

e Utiliser le théoreme de Gauss pour déterminer le champ
électrostatique créé par une distribution présentant un haut
degré de symétrie.

Cas de la sphere, du cylindre " infini
" et du plan " infini ".

e Etablir les expressions des champs électrostatiques créés
en tout point de I’espace par une sphére uniformément
chargée en volume, par un cylindre " infini " uniformé-
ment chargé en volume et par un plan " infini " uniformé-
ment chargé en surface.

e Etablir et exploiter le fait qu’a I’extérieur d’une distribu-
tion a symétrie sphérique, le champ électrostatique créé est
le méme que celui d’une charge ponctuelle concentrant la
charge totale et placée au centre de la distribution.

Etude du condensateur plan comme
la superposition de deux distribu-
tions surfaciques, de charges oppo-
sées.

e Etablir I’expression de la capacité d’un condensateur plan
dans le vide en négligeant les effets de bords.

Lignes de champ, tubes de champ,
surfaces équipotentielles.

e Orienter les lignes de champ électrostatique créées par une
distribution de charges.

e Représenter les surfaces équipotentielles connaissant les
lignes de champ et inversement.

e Relier les variations de I'intensité du champ électrosta-
tique a la position relative des lignes de champ.

e Vérifier qu'une carte de lignes de champ est compatible
avec les symétries et les invariances d’une distribution.

e Approche numérique : représenter des cartes de lignes
de champ et d’équipotentielles.
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Notions et contenus

Capacités exigibles

Energie potentielle électrostatique
d’une charge placée dans un champ
électrostatique extérieur.

e Etablir et exploiter I’expression de 1’énergie potentielle
d’une charge ponctuelle placée dans un champ électrosta-
tique extérieur.

e Analogies avec la gravitation. Transposer le théoreme de
Gauss au cas de la gravitation.
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22
m Champ électrostatique

L’intérét de définir un champ est qu’on se libere du sujet d’étude. Un champ est une propriété intrinseque
de I’espace.

m Champ électrostatique créé par une charge ponctuelle

e
Soient deux charges ponctuelles, P (q) de charge ¢, et M (q’) de charge ¢'. La force Fp_, s exercée par q
sur ¢/, distantes de r, est donnée par la loi de Coulomb.

Le champ électrique créé en M est donné par la relation :

—_—
Fp_um _ E _ q
q M) = 4z gor?

Champ électrostatique créé par un ensemble de charges ponc-
tuelles

Soient une distribution de charges ponctuelles, P; de charges g;.
Cette distribution est qualifiée de discréte. En procédant par su-
perposition, on peut exprimer le champ électrique créé en un
point M de I’espace :

2 q g PM
_ i s i a
(M) = ; 4dmegr? Eri = ; dreg (PM)3

- -
avec e, = b _BM _ m
i =—
ToBM| e
FIGURE 13.1 — Théoréme de superposi-
tion
= Activité 13.1

Pour illustrer le principe de superposition ...

On place trois charges positives identiques sur un plan. Dessinez en deux points différents du plan le vecteur
champ électrique total.
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13.3 Symétries et invariances 23

m Champ créé par une distribution continue de charges

On peut étendre I’expression précédente a une distribution D continue. Il faut alors considérer que chaque
élément de charge élémentaire dg, situé en P, crée en un point M de I’espace le champ électrique élémen-
taire :

EE _dq 17\4 _dq er
M= Yree (PM)? ~ dmey (PM)?

On peut alors appliquer cette expression aux différentes distributions continues.

m Distribution volumique de charges

Soit P un point quelconque d’une distribution volumique de charge, au voisinage duquel on définit un
volume élémentaire d37'( p)» contenant la charge €lémentaire a3 qP) = P(P) d37'( P)-

Soit M un point quelconque de 1’espace.

En partant de I’expression du champ créé par un charge ponctuelle (Méthode de calcul directe), on obtient :

P(P) PM
(M) 4 Teo T(P)
m Distribution surfacique de charges

On obtient par un raisonnement analogue, pour une distribution surfacique :

U(p PM 2
d“S
M 47r50 // (P)

m Distribution linéique de charges

De méme, pour une distribution linéique :

—
E _ 1 / )\(p) PM &0
M = 47 eo r (PM)? (P)

Les unités

Le champ électrostatique s’exprime en V.m ™!, pen C.m ™3, ¢ en C.m =2, X en C.m ™!, les charges

enC.

m Symétries et invariances
m Principe de Curie

Principe de Curie

"La symétrie de la cause se retrouve dans les effets".

Appliqué a I’électrostatique, ce principe de Curie implique que tous les éléments de symétrie pour la charge
sont également éléments de symétrie pour le champ. Donc, si la distribution de charges admet un plan de
symétrie, alors E est contenu dans ce plan.
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ELECTROSTATIQUE

m Eléments de symétrie du champ électrique

Soit P; et P, deux particules ponctuelles de charge g,
symétriques par rapport a un plan (P). Soit M € (P).
Déterminons le champ électrique créé en M par les
charges placées en P; et P; :

ﬁ :ﬁntﬁz q P1M+P2M
(M) YT T e \PLMB T PyMB

Py et P, étant symétriques par rapport au plan (P), on
a: PLM = P, M. De plus, avec H le point du segment
[Pl,PQ] S (P) :

PM=PH+HM

PoM = P,H+ HM

Or d’apres la configuration du systeme :

Pl = -Po1l

D’ou:

PM+ PM=2HM

On obtient donc :

E _q 2HM
D= Y ey PLM3

M
/N
/7 |\
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \

/ \
/ H \
o £ —— o P,
+q +q
(P)

FIGURE 13.2 — Plan de symétrie pour la distribution
de 2 charges

—
Or H et M sont dans le plan P, donc HM € P. On obtient donc que le champ ﬁ € (P).

Le champ électrique appartient donc aux plans de

symétrie d’une distribution de charges.

De la méme fagon, on montre que :

Le champ électrique est normal aux plans d’antisymétrie d’une distribution de charges.

= Activité 13.2

Représenter sur un schéma I’illustration du principe d’antisymétrie avec 2 charges +¢q et —q placées de part

et d’autre d’un plan d’antisymétrie (P’).

Saint Joseph - LaSalle

CPGE TSI



13.4 Circulation du champ électrostatique, potentiel électrostatique 25

]
1S

M
/|\
/ \

/ \
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/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ H \
)= S | S or
+q , —q

P

FIGURE 13.3 — Plan d’antisymétrie pour la distribution de 2 charges

Une antisymétrie peut étre décrite comme la composée d’une symétrie plane et d’une opération de conju-
gaison de charge.

De plus, le champ électrique possede les mémes propriétés d’invariance (rotation, translation)
que la distribution de charges qui en est la source.

m Circulation du champ électrostatique, potentiel
électrostatique

m Circulation d’un champ de vecteurs
~ Circulation <

Soit ?( ar) un champ de vecteurs au point M.

On appelle circulation de 7( ) entre deux points My et Mo, le scalaire défini par : 4]
H
M2 M2 — A
c=[ dey=[ Fopy-dl
M1 Ml
\ J

Sur un contour fermé (T"), la circulation est notée :
%
c= f{ F oy - db
™)
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)|

Circulation conservative |

?( ) est a circulation conservative si sa circulation ne dépend pas du chemin suivi, mais uniquement
du point de départ et du point d’arrivée.

On dit alors que ce champ est conservatif.
Propriété

Sur un contour fermé (T'), si le champ est un champ conservatif, alors :

)

m Circulation du champ électrostatique

Soit P (¢q) une charge ponctuelle de charge ¢ placée a I’origine d’un repere.

La circulation du champ E () entre deux points quelconques M (1) et My (o) est :

Mo

My

.. — L s .
En explicitant d¢ en coordonnées cylindriques, on obtient :

M- T
2 N N N N 2 d 1 1
C:/ %ef(drequrd@ngrdzez):/ d —Z: q (———)
M, 4TEQT m 4meg T dmeg \r1 1o

En prenant r; = 72, on voit donc que ﬁ( ) estun champ & circulation conservative.
En utilisant le théoreme de Stokes-Ampere et en considérant un contour (I') fermé, on a :

—
c= E’(M)ﬁ:// roi E (u - 428
) )

ol (X) est une surface orientée s’appuyant sur le contour fermé (I").
Ce résultat étant vraie quelle que soit la surface (X), cela signifie que :

rt E =10

C’est une relation locale pour le champ E

m Potentiel électrostatique

/-(Po'te_r\-tie_l é_le.c—tros—ta-tiaue_}

Par analogie avec la définition des fonctions énergies potentielles F,,, on appelle potentiel électrosta-
tique en M, notée V( M)s la fonction définie par :

C=-AV =- (V(Mz) - V(Ml))

On obtient dans le cas d’un champ électrostatique créé par une charge ponctuelle en M :

q te
C
dmegr +

Vi) =

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



13.4 Circulation du champ électrostatique, potentiel électrostatique 27

Cas par*tieulier‘)

La constante est nulle si on pose qu’a 'infini, V(57) = 0.

Dans ce cas : Vip) = 7
TEYT

m Lignes de champ et surfaces équipotentielles

Sachant que C est égale a —AV/, et d’apres la définition de la circulation, on obtient :

%
Wy =~ E ) - dl

Par définition :

dViny = a—vd:cqta—vdera—de:gradV'ﬁ
Or oy 0z

On obtient alors la relation suivante :

ﬁ(M) = —gradV

,—(Li(:r\e de ekaMP) ~

NN

FIGURE 13.4 - Lignes de

3 . . . champ
On représente les lignes de champ avec des fleches, de facon a
indiquer le sens d’orientation du champ. Ci-contre, les lignes de
champ pour une charge ponctuelle.
/-(Tuse de ehar\np) ~
\. J
f-(Sur'-Paee_ é.QuiPO’te_r\'tie_lle_} N
Hi
1S
\ J

Par exemple, la surface équipotentielle V() = 0 est la surface pour laquelle tous les points ont un potentiel
nul.
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28 ELECTROSTATIQUE

—
Par analogie avec la statique des fluides (cf. chapitre P4 : v = grad @), on obtient les propriétés suivantes :
Propriété

e Les surfaces équipotentielles V() = C'" sont orthogonales au champ E( M)

° ﬁ( ) descend les potentielles, ¢’est-a-dire qu’il est orienté des régions de potentiel le plus €levé
vers les régions de potentiel le plus faible.

e On obtient la formulation intégrale associée :

Mo
Vo=Vi=-— B(M)'ﬁ

My

Par application du principe de superposition, toutes les relations établies précédemment sont vérifiées quelle
que soit la distribution de charges.

Les unités

Le champ électrostatique s’exprime en V.m ™!, le potentiel en V.

m Théoréeme de I’énergie cinétique

Par application du théoréme de 1’énergie cinétique, on obtient :

AEC(M):W(?):/(JE- Zé:q/ﬁ- dl = ¢C = —qAV

Le travail d’une force conservative peut se définir de la facon suivante :
oW = —dE,
Soit :
%

dEp:—?- ﬁ:—q E. d_>€:qgradV- dl = qdV =d(qV)

On en déduit I’expression de I’énergie potentielle électrostatique :

Ep ) = Vo) +C*

Ainsi, la variation d’énergie cinétique d’un systeme soumis uniquement a la force de Coulomb ? =gq E
est donnée par :

AE. = Wio(F) = —AE, = —q (Vo — Vi) = ¢ (Vi — Va)
Le systeme est alors conservatif :

AE.+ AE, = 0= AE,,

1
Em:EC+Ep:§mUQ+qV:Cte

Flux du champ électrostatique : Théoreme de Gauss

Flux d’'un champ de vecteurs
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13.5 Flux du champ électrostatique : Théoréme de Gauss 29

/-' Flux l ~

Par définition, le flux d’un champ de vecteurs ?( M)s a travers la surface X orientée est donné par :

iiz

/ / P on - @S 1S

Avec d S (ar) surface élémentaire orientée définie au voisinage du point M.

Si la surface est fermée, le flux devient :
—
2
(=)
La surface fermée délimite un volume. On peut donc distinguer un miligntérieur d’un milieu extérieur. I1

est d’usage d’orienter dans ce cas dQ?(M) vers I’extérieur et de poser dQS(M) = dQS(M)W.

— Théoréme de Gauss \

Le flux du champ électrostatique E)( M a travers une surface de Gauss (X,) fermée est égale au
rapport de la charge intérieure a cette surface, notée Qjy, sur la permittivité du vide .

@ = ff Bo -3y = L ///(T) 200 g

(%g)

En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradski, on peut écrire :

@ E(M) . d2?(M) = /// div ﬁ(M) dST
() (7a)

ol 7 est le volume intérieur a ().
Soit, en combinant avec le théoreme de Gauss :

I, o -2 2o

Cette relation étant vérifiée pour n’importe quel volume (7), cela signifie que :

iiz

m Relation de continuité y-\

e Le champ ﬁ( Ay est continu 2 la traversée d’une distribution volumique de charges, mais discontinu
a la traversée d’une distribution surfacique.

e Le potentiel V() est continu a la traversée d’une distribution volumique ou surfacique de charges,
mais discontinu a la traversée d’une distribution linéique.

Ces relations de continuité nous permettent de déterminer V' par intégration, et de vérifier la pertinence de
nos calculs pour le champ.
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m Conditions d’application du théoreme de Gauss

Considérons une charge ponctuelle de charge g située en P. Soit
(X4) une surface de Gauss orientée et centrée sur P; avec P (2,)
différentde Pet P ¢ %,,. J
Par application du théoréme de Gauss, on obtient : P(q)

‘_+
o= ff Eon - S = ¢

int
€0
(Zq)

=0

Or By # 0 :lanullité du flux n*implique pas la nullité du
champ.

& Une bonne utilisation du théoreme de Gauss passe par I’étude de la topographie du champ,
c’est-a-dire I’étude des symétries ainsi que des invariances.

Méthode générale pour le théoreme de Gauss

m Distributions a haut degré de symétrie

/—| Principe }

La difficulté lors de I’utilisation du théoréme de Gauss est de trouver la surface.
2 criteres doivent étre pris en compte.
—

En effet, le produit scalaire E - d*8S doit pouvoir étre simplifié, soit parce que les deux vecteurs sont
colinéaires, soit parce qu’ils sont orthogonaux.

—
e Lorsque les deux vecteurs E et d?S sont orthogonaux, le produit scalaire est nul,

—
e Lorsque les deux vecteurs E) et d2S sont colinéaires, le cosinus du produit scalaire vaut 1 et il

faut alors pouvoir sortir le vecteur E de I’intégrale. Pour cela, il doit étre constant sur la surface
de Gauss %.

\
m Spheére uniformément chargée en volume A

Considérons une sphere de centre P, de rayon R,
chargée uniformément en volume avec la densité vo-
lumique de charge p.

Calculons le champ électrostatique créé en tout point
M de I’espace par cette distribution D.

Pour cela, choisissons des coordonnées sphériques

(r,8, ).

A priori, le champ est de la forme :
E =B (r,0,¢) & + B (r,0,9) & + By (,0,90) &
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13.6 Distributions a haut degré de symétrie 31

m Symétries et invariances

e Symétries :

e Invariances :

o

e En résumé :

m Choix de la surface de Gauss

Etant donnée la symétrie du probléme, une sphere s’impose comme surface de Gauss. Nous la prendrons
de centre P, de rayon 7, passant par M. Ainsi, en chaque point de la surface X4, le champ sera orthogonal
—

a la sphere, donc colinéaire au vecteur d>S. De plus, le champ sera constant en tout point de g

m Application du théoréme de Gauss

Le théoréeme s’exprime par :

b — @ B(M) d2 S th

) 0

e Le premier terme se calcule de la fagon suivante :
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32 ELECTROSTATIQUE

e Pour le second terme, 2 cas sont a distinguer. En effet, suivant que M se trouve a I'intérieur (r < R)
ou a ’extérieur (r > R) de la sphere chargée, la charge intérieure ne s’exprime pas de la méme facon.

4
o Sir > R,alors Qi = - pmR> Onen

3
déduit alors :
4 R3
4rr?E == P
3 €0
et: e \\\\
S ’ r<R AN
R / X~
E(r>R)= P / ’ S \\
3eggr? / /
| ! P \ |
A \ l\ X h Xr>R
\ I
o Sir < R,alors Qi = 3 pwr?’. On en dé- \ N /// /
duit alors : AN - /!
\\ //
4 3 ~ o _-
Arr?E=-PT" ———-
3 €0
et:
pr
E(r<R)=-—
( ) =3
On constate qu’il y a continuité en r = R.
Représentons le graphe F = f (r) :
E(r)
A
PR
3eo |
[
[
[
[
[
[
[
[
0 : >

R
FIGURE 13.5 — Champ électrostatique créé par une sphere

R.emarque

Si on exprime le champ extérieur a la sphére en fonction de la charge Q1 portée par la sphere chargée,

4
ona:Qr = §p7rR3 et donc :

Qr

E(T>R):W

2z N

Le champ créé a I’extérieur d’une distribution a symétrie sphérique est le méme que celui créé par une
charge ponctuelle de charge identique et placée en son centre.

m Cylindre uniformément chargé en volume
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Considérons un cylindre infiniment long suivant Oz,
de rayon R, chargé uniformément en volume avec la
densité volumique de charge p.

Calculons le champ électrostatique créé en tout point
M de I’espace par cette distribution D.

Pour cela, choisissons des coordonnées cylindriques
(r,0, 2).

FIGURE 13.6 — Plan uniformément chargé

m Symétries et invariances

A priori, le champ est de la forme :
ﬁ =B, (r,0,2) e, + Eg (r,0,2) e + E. (r,0,2) e,

e Symétries :

e Invariances :

o En résumé :
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34 ELECTROSTATIQUE

m Choix de la surface de Gauss

Etant donnée la symétrie du probleme, un cylindre s’impose comme surface de Gauss. Nous le prendrons de
rayon 7, de hauteur h, passant par M. Ainsi, en chaque point de la surface latérale de (Eg,latéral), le champ
—

sera orthogonal au cylindre, donc colinéaire au vecteur d2S. De plus, le champ sera constant en tout point
it de cette surface latérale.

)‘ Par ailleurs, en tout point des disques supérieur et inférieur fermant le cylindre, le champ est orthogonal a

d%S. Le flux a travers ces disques est donc nul.

m Application du théoréme de Gauss

Le théoréeme s’exprime par :

—
o= B S = ¢

int
€0
(Zg)

e L e premier terme se calcule de la fagon suivante :

e Pour le second terme, 2 cas sont a distinguer. En effet, suivant que M se trouve a I'intérieur (r < R)
ou a ’extérieur (r > R) du cylindre chargé, la charge intérieure ne s’exprime pas de la méme facon.

=

On constate qu’il y a continuité en r = R.
Représentons le graphe F = f (r) :
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13.6 Distributions a haut degré de symétrie 35

> T

@

FIGURE 13.7 — Champ électrostatique créé par un cylindre infini

= Activité 13.3

Considérons un fil infini de longueur ¢, colinéaire a Oz, uniformément chargé avec la densité linéique de
charge .

1. Exprimer la densité linéique de charge A en fonction de la charge totale () portée par le fil.
2. Par une étude de symétries et d’invariances, déterminer les propriétés du champ électrostatique.

3. Par application du théoreme de Gauss, déterminer le champ €lectrostatique en un point M situé a la
distance r du fil.

m Plan infini uniformément chargé en surface

Considérons un plan infini confondu avec le plan 2Oy, chargé uniformément en surface avec la densité
surfacique de charges o.

Calculons le champ électrostatique créé en tout point M de I’espace par cette distribution D.

Pour cela, choisissons des coordonnées cartésiennes (z, y, 2).
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36 ELECTROSTATIQUE

zfi

X
m Symétries et invariances

A priori, le champ est de la forme :

E:E:E (ZL',’IJ,Z) 6—:E>+Ey(1',y,2«') 6—y>+EZ(Z',y,Z) 6—;

-
& Le plan 2Oy est un plan de symétrie pour D, indépendamment du point M. Cela 51gn1ﬁe que
pour 2 points M et M’ symétriques 1’un de I’autre par rapport a ce plan, les champs ﬁ (M) et E (M)
sont symétriques, autrement dit :
E(-z)=-E(z)
La fonction FE (z) est impaire.
On obtient alors :
Eon
z
— Y
k
i i o
A
E/
(M)
\.
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m Choix de la surface de Gauss

Etant donnée la symétrie du probléme, un cylindre s’impose comme surface de Gauss. Celui-ci peut étre

a base circulaire ou rectangulaire. Nous le prendrons ici de hauteur 2 z, fermé par 2 carrés d’ordonnées z

et —z et d’aires S. Ainsi, en chaque point de la surface latérale de X ja¢ral, le champ sera orthogonal au
—>

vecteur d2S.

Par ailleurs, en tout point des carrés supérieur et inférieur fermant le cylindre, le champ est colinéaire a

/s

—
d*S.

17
AT
7 o =7
'y
o
b5
m Application du théoreme de Gauss
Le théoréeme s’exprime par :
— Qi
(I) — E . 2 _ nt
i Ean - S %
(%g)
e Le premier terme se calcule de la fagon suivante :
—
= [ E ) - *S(M)
Ey
= Dyl + q)(z) + (I)(—z)
=0+FE()S—FE(—2)S
=2FE(z)S lorsque z > 0
e Pour le second terme, Qi = 0 S.
On en déduit :
o
E(z>0)=-—
(Z ) 2 €0
et:
g
E 0) =——
(2 <0) 5o
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38 ELECTROSTATIQUE

On constate qu’il y a discontinuité en z = 0 :

E(0+)—E(0—):§

& Dans le cas d’une modélisation surfacique de charge, une discontinuité du champ apparait lors
de la traversée de la surface.

Représentons le graphe E = f (z2) :

E(2)
o A
2¢0
~ 2
(o
260

FIGURE 13.8 — Champ électrostatique créé par un plan infini

Dispositif

m Condensateur plan
R

Al

Condensateur |

Un condensateur est composé de deux armatures conductrices qui se font face, séparées par un maté-
riau isolant.

(a) rectangulaire (b) circulaire

FIGURE 13.9 — Condensateur
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13.7 Condensateur plan 39

m Expression du champ entre les armatures

Considérons un condensateur composé de deux armatures conductrices 1 et 2, qui se font face, écartées
d’une distance e.

Ces deux armatures sont assimilées a des plans, carrés ou en forme de disques, par exemple.

Lorsqu’on applique une tension U aux bornes de ce condensateur, il apparait un champ électrique E dans
I’espace inter-armatures.

Des charges électriques opposées apparaissent alors sur les faces en regard.

Si on considere que la distance e entre les armatures est trés petite devant la dimension de celles-ci, on peut
assimiler ces armatures a des plans infinis.

Placons le plan 2Oy au milieu du condensateur.

Pour chacune des armatures, assimilée a un plan, on retrouve les invariances et symétries décrites dans le
paragraphe 13.6.4.1 page 36. Le champ électrique pour chacune des armatures est donc colinéaire a ez, le
champ total également, par application du théoréme de superposition.

Par application de la différence de potentiel U, comme le potentiel est défini a une constante pres, 1’armature

L . N v el A U
supérieure peut étre prise a V; = B et I’armature inférieure a V_ = -3

La surface des équipotentielles est bien compatible avec la direction du champ E

Le plan est alors plan d’antisymétrie pour le potentiel et par voie de conséquence sur la répartition des
charges, ce qui implique que la face supérieure est chargée avec la densité surfacique de charge o et la face
inférieure avec la densité surfacique de charge —o.

. . . e e
Dans I’espace compris entre les armatures, donc dans ’intervalle compris entre z = 3 etz = +§, le
champ total résulte de la superposition des champs E; et Ey créés respectivement par les plans supérieur 1
et inférieur 2 chargés respectivement 01 = +o et oo = —0.

En utilisant les résultats établis page 37 pour le plan infini, on obtient :

Ei=— =——— ¢
! 280 z 250 i ¢ T
et €_z> o1 = +0o
— g2 o T
By = —2 el =— -7
2 260 - 250 = ¢ ¢ 1
Le champ total entre les armatures est donc : 02 = —0
e
E-E+B=--2¢g (I
€0
—> —
Ey By E

On pourrait également représenter le champ total a I’aide du graphe suivant :

E(2)
Es A F4 o
2z
),Z

e e

2 2

g
2¢
o E
o

FIGURE 13.10 — Champ électrostatique créé par un condensateur
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40 ELECTROSTATIQUE

m Capacité d’un condensateur plan

—
La relation f = —gradV donne :

_o__ ¥
€0 dz
Soit :
%% Z1 o
U:V1—V2:/ dV:/ —dz
Vz zZ2 EO
et donc :
v="2¢
€0

Or, la charge () portée par la plaque supérieure, de surface S, peut s’exprimer par :

Q=08
On en déduit la relation :
Qe
U=—"—
S €0

La capacité C' d’un condensateur a déja été définie en premiere année par :

QR=CU

Pour un condensateur plan, la capacité vaut donc C' = %, soit:| C' = —

Les unités

La permittivité du vide ¢ s’exprime en F.m ™!

m Complément : conducteur en équilibre électrostatique

E auilisre élec’tros'ta'tiaue}

Un conducteur électrique en équilibre électrostatique est un conducteur qui n’est parcouru par aucun
courant.

Cela signifie que toutes les charges électriques libres internes au conducteur sont "immobiles". Dans un
conducteur quelconque, les charges électriques se déplacent pour deux raisons :

e [’agitation thermique. Cependant, les charges se déplacant dans des directions aléatoires, la vitesse
moyenne est nulle et tout se passe comme s’il n’y avait pas courant dans le conducteur.

e la présence d’un champ électrique, qui met les charges électriques en mouvement et génére ainsi un
courant.

Pour qu’il n’y ait pas de courant dans un conducteur, celui-ci ne doit étre soumis a aucun champ électrique.
Cela signifie que le champ électrostatique ﬁ est nul a I’intérieur du conducteur.

Par conséquent, un conducteur en équilibre électrostatique ne peut étre chargé que surfaciquement : il n’y
a pas de charge a I’intérieur du conducteur. La charge se répartit uniquement a la surface du conducteur en
équilibre.

On peut démontrer qu’au voisinage d’un conducteur en équilibre électrostatique, le champ vaut :

E=2%

€o
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7 étant un vecteur unitaire dirigé vers I’extérieur. Cette expression, appelée théoreme de Coulomb, peut

étre démontrée a 1’aide du théoreme de Gauss.

— Théoréme de Coulomr

Le champ électrostatique au voisinage d’un conducteur en équilibre électrostatique est donné par :

m Analogie avec la gravitation

Tous les résultats établis en électrostatique sont généralisables a la gravitation.
On passe donc de I’électrostatique a la gravitation en effectuant les changements suivants :

électrostatique  gravitation

q m

E(M) ?(M)
i —471G
€0

TABLE 13.2 — Analogie électrostatique-gravitation

m Potentiel

~Potentiel aravitationnel}

Par analogie, le potentiel gravitationnel est donné par :
a( wmy = —grad (Vg (ar)) V4, () étant le potentiel gravitationnel
On obtient donc le potentiel gravitationnel créé par une masse ponctuelle m a une distance r :

-G
%7(M) — Tm +Ot6

.
§§!
N
J
)
J

m Energie potentielle

On en déduit alors que :

E neraie potentielle d'interaction r:ravi'ta'tior\r\elle}

Si on place une masse m’ en M, I’énergie potentielle d’interaction entre m et m’ est donnée par :

-G /
B, =m' Vg, = ———— +C"*
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m Théoreme de Gauss

Le théoreme de Gauss appliqué a la gravitation s’écrit alors :

o= {) G 2S5 = —dx G My,

(Zg)

avec M, la masse intérieure a la surface de Gauss.
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m Exercices : électrostatique

Enoncé o
nonces
» Exercice 13.1 : 2 charges positives
Voici une proposition de carte de champ électrostatique créé par 2 charges positives.
Cette proposition est-elle cohérente ?
Si oui, représenter les équipotentielles correspondantes.
FIGURE 13.11 — Carte du champ de 2 charges positives
i

» Exercice 13.2 : Quadripéle électrostatique : 4 charges

Voici une proposition de carte de champ électrostatique créé par 2 charges positives et 2 charges négatives.
Cette proposition est-elle cohérente ?
Si oui, représenter les équipotentielles correspondantes.
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44 ELECTROSTATIQUE

FIGURE 13.12 — Carte du champ d’un quadripdle

» Exercice 13.3 : 4 charges positives en carré

Voici une proposition de carte de champ électrostatique créé par 4 charges disposées en carré.
Cette proposition est-elle cohérente ?
Si oui, représenter les équipotentielles correspondantes.

N
A

VAN

FIGURE 13.13 — Carte du champ de 4 charges en carré
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» Exercice 13.4 : 9 charges positives alignées

Voici une proposition de carte de champ électrostatique créé par 9 charges positives alignées
Cette proposition est-elle cohérente ?

Si oui, représenter les équipotentielles correspondantes.

Si on remplace les charges positives par des charges négatives, comment cette carte est-elle modifiée ? i}

FIGURE 13.14 — 9 charges positives alignées

» Exercice 13.5 : Un peu de cours

1. Ecrire les formes locale et intégrale du théoreme de Gauss.

2. Calculer la circulation du vecteur &3 sur le contour circulaire de rayon R, centré en O, pour un angle
. N
0 variant de 0 a 6

3. Calculer le flux du vecteur ﬁ = F e, (E = C*) sur la surface cylindrique fermée de longueur L, i}
de rayon R et d’axe Oz. i

4. Calculer le flux du vecteur E) = F & (E = C') sur la surface cylindrique fermée de longueur L,
de rayon R et d’axe Oz.
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» Exercice 13. 6 : Charge intérieure

La figure ci-contre représente un systeme
vu en coupe. Donner Qi,(r) dans le cas
ou il s’agit d’une distribution a symétrie
sphérique et Qint(r, h) dans le cas o
!Eg il s’agit d’une distribution a symétrie
/?‘ cylindrique. p; et p2 sont des densités
volumiques de charge.

Méme chose avec la figure ci-dessus. Pour
rappel, la surface d’une sphére vaut 4 7 2
et la surface de la face latérale d’un cy-
lindre faut 2 7w r h (le périmetre fois la hau-
teur). o1, o2 et o3 sont des densités surfa-
ciques de charge (charge par unité de sur-
face).

» Exercice 13.7 : Champ a ’extérieur d’un condensateur plan

1. Exprimer le champ électrostatique qui régne a I’extérieur d’un condensateur plan d’épaisseur e, donc
e

e
our z > —etpour z < ——.
P g &P 2

2. Le champ est-il continu a la traversée d’une armature ? Interpréter.

» Exercice 13. 8 : Capacité variable

1. Donner un ordre de grandeur de la capacité C' d’un condensateur plan dont les armatures ont une
surface de S = 1 em? et écartées d’une distance e = 0,1 mm.

2. Afin d’augmenter la valeur de la capacité d’un condensateur a tension constante, que peut-on modi-
fier ? Quelles limites y a-t-il ?

3. On peut remplacer le vide entre les armatures par un matériau isolant (diélectrique) de permittivité e
supérieure i celle du vide. Exprimer la nouvelle capacité C’ en fonction de C.

» Exercice 13.9 : Champ de gravité d’un astre

Un astre de rayon extérieur 2, est constitué d’un noyau de rayon R,, < R, de R
. . s N . a
masse volumique uniforme p,, et d’'un manteau homogene de masse volumique
Pm.
iH
i
A

1. Effectuer une étude de symétries et d’invariances. Commenter.

2. Par application du théoreme de Gauss, déterminer 1’expression du champ de gravité en tout point M
de I’espace. On prendra la valeur du champ G positive.

R,
3. Représenter I’allure de G (r) en fonction de r dans le cas out R,, = = et pm = 2 pp.
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13.9 Exercices : électrostatique 47

» Exercice 13.10 : Notion de circulation

Soit une particule ponctuelle M de charge ¢. Soient A et B deux points de ’espace et (I') une courbe
quelconque joignant ces deux points. On appelle circulation sur (I') de A vers B I'intégrale :

B
cz/'ﬁ-ﬁ
A

- . e
ol d/ est le déplacement élémentaire orienté, dirigé de A vers B, sur la courbe (T').

1. Montrer que cette grandeur ne dépend pas du chemin suivi pour aller de A & B (c’est-a-dire de (I")).

0

Généraliser au cas ou le champ est créé par une distribution quelconque de charges (on pourra com-
mencer par traiter le cas d’un systéme de charges ponctuelles et élargir ensuite).

3. En déduire que la circulation du champ sur un contour fermé est nulle.

» Exercice 13.11 : Champ électrique créé par un ruban

1. Déterminer le champ électrique créé en un point M quelconque de 1’espace par un fil rectiligne infini
de charge linéique A. On utilisera successivement deux méthodes différentes, dont I’une reposera sur
le calcul du champ créé par un cylindre infini proposé en exemple dans le cours.

2. Soit un ruban infini suivant x de largeur 2 a suivant y (de —a a a) et de charge surfacique o.

Quel est le champ créé par ce ruban en un point M de coordonnées (z,0,z)? On I’exprimera en
fonction de I’intégrale

@ q
%z:/'ﬁﬁﬁ
oY +z

que I’on ne cherchera pas a calculer.

» Exercice 13.12 : Champ électrostatique dans une cavité

Une sphere de centre O et de rayon R porte une charge volumique p répartie uniformément dans le volume
qu’elle délimite sauf dans une cavité sphérique de rayon a et de centre O’, creusée dans la sphere. Cette
cavité est vide de charges.

Calculer le champ a I’intérieur de la cavité et souligner sa particularité.

» Exercice 13.13 : Répartition des charges d’un atome

1. On représente, d’une manicre approchée, un atome par un noyau central O, de rayon a, contenant Z
protons de charge e, un cortege électronique, dont la densité volumique de charge en M
(OM =r >a)estp(r) = Ar~" (n et A sont des constantes).

Sachant que I’atome est électriquement neutre :
(a) Montrer que n > 3.
(b) Déterminer la constante A.
(c) Calculer le champ électrostatique E (1) en M.
(d) Calculer le potentiel V' (r) en M.

2. La théorie montre qu’en chaque point M, p (r) et V (r) sont liés par la relation p = K V3/2
(K = C"®). En déduire n etlaloi V (r).

» Exercice 13.14 : Champ électrique créé par un cerceau chargé

Un cerceau filiforme de rayon R et de centre O porte une charge () uniformément répartie sur toute sa
longueur.

1. Calculer le champ électrique créé en un point M de son axe central Oz en fonction de (), R et z (on
posera OM = 2).

2. Etudier le cas du champ €lectrique créé en O, centre du cerceau.

3. Que devient ce champ lorsque z — oo ? Conclure.
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MAGNETOSTATIQUE

P14

Magnétostatique

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Champ magnétostatique. Principe
de superposition.

e Décomposer une distribution en des distributions plus
simples dans le but de calculer un champ magnétostatique
par superposition dans des cas simples.

Symétries et invariances du champ
magnétostatique.

o Identifier les plans de symétrie et d’antisymétrie d’une dis-
tribution de courants.

e Identifier les invariances d’une distribution de courants.

e Exploiter les symétries et les invariances d’une distribu-
tion de courants pour caractériser le champ magnétosta-
tique créé.

Propriétés de flux et de circulation.
Théoreme d’ Ampere.

e Reconnaitre les situations pour lesquelles le champ ma-
gnétostatique peut €tre calculé a I’aide du théoreme d’ Am-
pere.

e Utiliser le théoreme d’ Ampere pour déterminer le champ
magnétostatique créé par une distribution présentant un
haut degré de symétrie.

e Citer quelques ordres de grandeur de champs magnétosta-
tiques.

Saint Joseph - LaSalle
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Notions et contenus

Capacités exigibles

"

Applications au fil rectiligne "in-
fini" de section non nulle et au so-
Iénoide "infini".

e Justifier le choix d’une modélisation d’une distribution de
charges par une distribution "infinie".

e Etablir les expressions des champs magnétostatiques créés
en tout point de 1’espace par un fil rectiligne "infini" de
section non nulle, parcouru par des courants uniformé-

"

ment répartis en volume, par un solénoide " infini " en
admettant que le champ est nul a I’extérieur.

Lignes de champ, tubes de champ.

e Orienter les lignes de champ magnétostatique créées par
une distribution de courants.

e Relier les variations de I’intensité du champ magnétosta-
tique a la position relative des lignes de champ.

e Vérifier qu’une carte de ligne de champ est compatible
avec les symétries et les invariances d’une distribution.

e Approche numérique : représenter des cartes de lignes
de champ magnétostatique.
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50
m Théoréeme de superposition

De la méme facon que pour le champ électrique B, le champ magnétique § créé par plusieurs distributions
de courants est égal a la somme des champs magnétiques créés par chacune des distributions de courants.

m Symétries et invariances

§ RS L
2/ - g - - ~
\ /gl
M
/N
/|
/ \
/ \
) / \
Contrairement au cas du champ élec- // \\
trique, le champ magnétique appartient aux / \
plans d’antisymétrique d’une distribution )/ *
de courants. / \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ H \
P, @®----————q-—————- - P
1 , 1
(P)
FIGURE 14.1 — Plan d’antisymétrie pour la distribu-
tion de 2 courants
B,
( \ ;
~ . AN
RN AR
~ / \
§ / \
n 1 / \
De la méme fagon, on montre que : / \
/ \
/ \
Le champ magnétique est normal aux plans // \\
de symétrie d’une distribution de courants. / \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ H \
P, @®------——_------- -® P
1 1
(P)

FIGURE 14.2 — Plan de symétrie pour la distribution
de 2 courants

De plus, comme pour le champ électrique :

Le champ magnétique possede les mémes propriétés d’invariance (rotation, translation)
que la distribution de courants qui en est la source.
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14.4 Caractére conservatif 51

& De plus, s’il existe un plan de symétrie pour la distribution de courants, indépendamment du
point M, cela signi_lgle que pour 2 points M et M’ symétriques I’un de I’ autre par rapport a ce plan, les

champs ﬁ( M) et B’ (M) sont antisymétriques, autrement dit :

Bon=-B
o) = =B

Le comportement est encore inversé par rapport a 1’électrostatique.

m Caractere conservatif

Examinons la carte du champ magnétique créé par des bobines de Helmholtz étudiées en premicre année :

z

A
|
1

éﬁ

.

FIGURE 14.3 — Carte du champ des bobines de Helmholtz 2D
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FIGURE 14.4 — Carte du champ des bobines de Helmholtz 3D

On peut constater sur le graphe ci-contre que :

e l’intensité du champ magnétique ? est
constante dans la zone centrale ot les lignes de
champ sont paralleles,

e l’intensité de § croit dans la zone ot les lignes
de champ se resserrent,

e al’inverse, I’intensité de § décroit lorsqu’elles
s’écartent.

0.5

| | | |

B(2)
\ Bmax

zZ/R

} T T T T T
—3.0-2.5-2.0-1.5-1.0-0.5

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

De facon générale, on retiendra que le long d’un tube de champ magnétique, le flux du champ magnétique

§ A travers une section se conserve (avec d>S = d2S ﬁ)) :

o, = / B-wds
(21)
- / B .7 d%S
(22)
= @2
Propriété
On admettra alors la propriété suivante :

() 325 {f B.7d5=0
) (

(Zfermée 2fermée )

Le flux du champ magnétique sortant de toute surface fermée est nul.

On peut donc noter ici une différence notable avec le champ électrique.

= Activité 14.1

Vérifier que les propriétés de symétrie et d’invariance sont compatibles avec la carte de champ proposée.

Théoréeme d’Ampeére

Orientation d’une surface et du contour associé
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14.5 Théoréme d’Ampére 53

FIGURE 14.5 — Tire-bouchon

m Forme globale ou intégrale du théoreme d’Ampere

Considérons la carte du champ magnétique créé par une spire circulaire :

FIGURE 14.6 — Carte du champ d’une spire circulaire 2D

FIGURE 14.7 — Carte du champ d’une spire circulaire 3D
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On peut remarquer que :

e les lignes de champ s’enroulent autour de la
spire,

i)

(i

e D'orientation des lignes de champ est liée au
15 sens de circulation du courant (cf. figure ci-

}‘ contre),

e la valeur moyenne de la norme du champ ma-
gnétique B le long des lignes de champ est pro-
portionnelle a I’intensité du courant circulant
dans la spire.

(

W

g.!
R

G

\

FIGURE 14.8 — "Régle" de la main droite

Ceci ameéne a postuler le théoréme suivant, en considérant un contour fermé (I',), et (X,) une surface
orientée quelconque (X,) s’appuyant sur ce contour fermé (T'y,).

— Théoréme d'Ampére

La circulation du champ magnétique § le long d’une courbe fermée (I',,) est égale au produit fig din
ol iie représente 1’intensité enlacée et 1 la perméabilité magnétique du vide :

%
B dly = o tint
(Ta)

/-| Les unités l

B s’exprime en teslas (T'), o en Hm ™ Yet Ien A. pig = 471077 Hm ™!

Zint le courant enlacé défini par :

= ([Tt
(Za)

s — ) -
On doit définir le sens de df. Le courant enlacé est donc une grandeur algébrique.

I I I3 I Is Ig
[\ [\ [\ [\
<O Dy DD

= Activité 14.2

Indiquer Iiyy = Ienace pour chacun des cas.
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Iinl

m Divergence et rotationnel du champ magnétique

Considérons le champ magnétique créé en un point M par un élément de circuit de longueur d¢ d’un fil
parcouru par lintensité 7.

Considérons (X), une surface fermée contenant M enfermant le volume (7). L’expression du flux a travers
cette surface est alors :

@:@?d@:@‘ B .7 ds
) )

—
Le théoreme de Green-Ostrogradski @ § -d*S = / / / div § d®7 permet décrire :
(™)
)

q»:@‘?ﬁd%’:/// div Bd®r =0
(E) (7')

Le flux étant nul quel que soit le volume (7), on obtient donc :

div B =0

La divergence du champ magnétique est donc nulle.

m Rotationnel

Le théoreme d’ Ampere s’écrit :

% § . Eza = [0 Tint
(Ta)

Le premier terme, peut se transformer grace au théoreme de Stokes-Ampere :
— — Y
ﬁ-dﬂaz// rot?-cﬂS
(Ta) (3a)
ol (3,) est une surface orientée s’appuyant sur (T'y,).
Le second terme, vaut :

) — - 24
MolintZ// po J '76125:// po j - d*S
(Za) (Za)

En combinant les deux expressions précédentes, on obtient :
— —_
// (rot B—po 7)-d*S=0
(Za)

Cette relation étant vérifiée pour toute surface (X, ), cela signifie que :

rot B =po J

a
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Distributions a haut degré de symétrie

Méthode générale pour le théoreme d’Ampeére

Principe

244

Comme avec le théoreme de Gauss pour le champ électrique, la difficulté lors de I’utilisation du
théoreme d’ Ampere est de trouver le contour (I'). Ici encore, 2 criteres doivent étre pris en compte :

. . =7 . A . che .
e Le produit scalaire ? - dl, doit pouvoir étre simplifié, soit parce que les deux vecteurs sont
colinéaires, soit parce qu’ils sont orthogonaux.

- . .
e Lorsque les deux vecteurs ? et d/, sont orthogonaux, le produit scalaire est nul,

=7 o . . . .
e Lorsque les deux vecteurs § et dl, sont colinéaires, le cosinus du produit scalaire vaut 1 et il

faut alors pouvoir sortir le vecteur § de I’intégrale. Pour cela, il doit &tre constant sur le contour
d’Ampere (I'y).

m Fil rectiligne infini

sité 1. S o
Calculons le champ magnétique créé en tout point M de I’espace par cette RN
. . . N
distribution D. S
o . . . . N
Pour cela, choisissons des coordonnées cylindriques (r, 6, 2). SO
A J
M

A

[

. P . |
Considérons un fil infini suivant I’axe z et parcouru par le courant d inten- §

N

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

m Symétries et invariances

e Symétries :

e Invariances :
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e En résumé :
On a finalement :

B=B() &

m Choix du contour d’Ampeére

Etant donnée la symétrie du probléme, un cercle s’impose comme contour d’ Ampere. Nous le prendrons
de rayon r, passant par M. Ainsi, en chaque point du contour d’ Ampere (T',), le champ sera colinéaire au

cercle, donc colinéaire au vecteur d¢. De plus, le champ sera constant en tout point de ce contour.

m Application du théoréeme d’Ampeére

Le théoréeme s’exprime par :

_>
C= §(M) - dly = po Ting
(Fa)
_>
° Ona:dﬂadeavecW:r e_T>—|—ze_z>,soit:

dl,

dr e_f—i—rdG e_9>+dze_z>

rdf e carr = C'° et z = C*® pour un cercle

Ainsi, le premier terme se calcule de la fagon suivante :

czf Bog, - dly
(

27
=rB(r) / dé
0
=B(r)x2nr
e Le second terme se calcule également tres facilement :
Iint =1

On en déduit alors : ’,&

po I
B(r) - 2mr

Le cas du fil infini sert dans d’autres distributions et il n’est donc pas interdit de retenir le résultat final ...
Un fil infini est bien entendu impossible a réaliser. Pour s’approcher de ce modele, il faut que le point M
de I’étude précédente se situe a petite distance r devant la longueur L du fil. il convient également, vu que
le circuit est nécessairement fermé pour que le courant puisse circuler, de faire abstraction de 1’influence du
courant de retour, donc le considérer comme suffisamment éloigné du point M.
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m Cable cylindrique

Considérons un cylindre infiniment long suivant Oz,
de rayon R, parcouru par un courant / suivant z et de
densité volumique de courant j.

On a la relation :

—
I:/ 725 = jn R
(=)

Calculons le champ magnétique créé en tout point M
de I’espace par cette distribution D.
Pour cela, choisissons des coordonnées cylindriques

(r,0,2).

m Symétries et invariances

e Symétries :

e Invariances :

e En résumé :
On a finalement :

B=B(r) &

m Choix du contour d’Ampeére

Etant donnée la symétrie du probleme, un cercle s’impose comme contour d’ Ampere. Nous le prendrons
de rayon r, passant par M. Ainsi, en chaque point du contour d’Ampere I, le champ sera colinéaire au

cercle, donc colinéaire au vecteur d?,. De plus, le champ sera constant en tout point de ce contour.

m Application du théoréme d’Ampeére

Le théoréeme s’exprime par :

%
C= j{ B(M) - dly = pio Ling
(Ta)
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e Le premier terme se calcule de la fagon suivante :

_>
C=¢ By dla
(Fa)

:?{ B(r)xdle,- e
(Ta)

?!
:?{ B(r) x de N
()
= B(r a’
()y{m
=B(r)x2mr

e Pour le second terme, 2 cas sont a distinguer. En effet, suivant que M se trouve a I'intérieur (r < R)
ou a I’extérieur (r > R) du cylindre parcouru par le courant, le courant enlacé (ou intérieur) ne
s’exprime pas de la mé&me facon.

o Sir> R,alors iy =1 = j7rR2. On en déduit alors :

po L
B(r>R)= Cps

2
o Sir< R,alors Iy = jnr?= I%. On en déduit alors :

polr — pojr
B = =
(r <R) 27 R? 2
On constate qu’il y a continuité en r = R.
Représentons le graphe B = f (r) :
B(r)
A
pol |
2T R |
[
|
|
|
: . /r.
0 R -

FIGURE 14.9 — Champ magnétique créé par un cable infini

m Solénoide infini

Soit un solénoide infini parcouru par un courant. Celui-ci est constitué d’un grand nombre de spires enrou-
Iées sur un cylindre d’axe Oz et de rayon a.

Ce solénoide peut étre considéré comme infini si sa longueur L est tres grande devant son rayon a.

Calculons le champ magnétique ﬁ( ) cré€ en tout point M de ’espace.

m Symétries et invariances ]
2

a
— YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY ] I -

Y

A
Y

L

FIGURE 14.10 — Solénoide
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e Symétries :

e Invariances :

e Finalement, §(M) =B(r) el

m Choix du contour d’Ampeére

Etant donnée la symétrie du probléme, un contour convient bien : un rectangle dans le plan M Oz et s’ ap-
puyant sur le point M. Ainsi, sur les cotés perpendiculaires a Oz, le champ est perpendiculaire et sur les
cotés paralleles a I’axe Oz, le champ y est colinéaire. De plus, sur ces derniers cotés a r = C*, le champ
magnétique est uniforme.

11 va falloir trois contours.

m Application du théoreme d’Ampeére

e En appliquant le théoréme d’ Ampere sur le contour fermé A; A; A3 A, intérieur au solénoide, en

appelant b la longueur A; A, on obtient :
j{ § Ea / dz ez § )dr e_T>
(A1A2A3Ay) Ag

dz ez § )dr e._Z
CCCCCCCCCTCCCTCCTT

A

Ay Az . /A dz+/A4B(r)dz
[,r
=[B(0

-—— 1 >

z2=b z=0
Ay b As — dz —+ / B(’I’) dz
’
0) = B(r)] b

= Ko Iml
=0

iH

j\\ On en déduit B (r) = B (0) = C* Vr < a.

§ est donc uniforme a I’intérieur du solénoide.

e De la méme fagon, on peut démontrer que § est uniforme a I’extérieur du solénoide en utilisant le
contour fermé (A; Ay A3 Ay4) extérieur au solénoide :
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En appelant encore b la longueur A} A%, on ob-
fe—b > A tient :

z=b

jé B. ﬁa: B(Tl)dz+/ B (re) dz

(A} AL AL AL) 2=0 z=b il
= [B(r)~B(r)] b 1S
= f10 Jint
=0

QORSRIIRIRIIIRIRIRIRIRIRIRIRIRIS

On en déduit B (r) = C** Vr > a.

§ est donc uniforme a I’extérieur du solénoide.

\

Or, pour des raisons physiques, le champ magnétique lorsque r tend vers I’infini est forcément nul.

Vs

Cela signifie donc que le champ magnétique § est nul a I’extérieur du solénoide.

e En appliquant le théoreme d’Ampere sur (A A5 A5 AY) tel que A5 AY} soit a Pextérieur et A AY

soit 2 I'intérieur du solénoide et en appelant toujours b la longueur A} A%, ri, la distance de 1’axe a
A7 AS rex 1a distance de I'axe 2 A A)/, on obtient :

é
74 B+ @y = B x b— Bex x b= 1o I
(A7 Ay A7 A7)

N
Le courant enlacé I, vaut Nip I = n b1, si on appelle n = T le nombre de spires par unité de

longueur.
(P ——
Le champ magnétique a D’extérieur est nul :
CCCL SCCCCC Boy = 0.
A

__________________ On en déduit :

Bt = nonlIvVr <a
RIRRIRIRIRIRIRIRIRIRIRIRIRIRIR) int = [0

On a donc finalement :

?im =ponl e_Z) a I'intérieur et Bext = 0 al’extérieur du solénoide

]
i

Pour le solénoide infini : Pour le solénoide réel : y‘\

CSCCCCCCCCCCCCCTC

>
.
>
>
C
O

QIRIRIRIZIRIRIRIRIRIRIRIRIKIRII

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



62 MAGNETOSTATIQUE

On peut définir, pour un circuit
parcouru par un courant, des
faces Nord et Sud :

= Activité 14.3

En observant les lignes de champ a I’intérieur du solénoide et entre les bobines de Helmholtz, que peut-on
en déduire ?

m Ordres de grandeur du champ magnétique

Vide interstellaire 10767
Surface de la terre 47107°T ~0,5G
A la distance r = 2 ¢m d’un fil (7 = 10 A) g—;ﬁ =107*T
Aimant permanent (2 quelques millimetres de sa surface) 0,1a1T
Intérieur d’un électro-aimant a bobinage 10T

Etoile 2 neutrons 10t

TABLE 14.2 — Ordres de grandeur de champs magnétiques
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Enoncés

m Exercices : magnétostatique

» Exercice 14.1 : Cartes de champ magnétique

Voici des propositions de cartes de champ magnétique.
Ces propositions vous semblent-elles cohérentes ?

1. Pour 2 fils paralleles :

-7 L

FIGURE 14.11 — Carte du champ de deux fils paralleles 2D
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FIGURE 14.12 — Carte du champ de deux fils paralleles 3D

2. Pour 2 fils anti-paralleles :

FIGURE 14.13 — Carte du champ de deux fils antiparalleles 2D
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]
i

FIGURE 14.14 — Carte du champ de deux fils antiparalleles 3D

» Exercice 14.2 : Calcul du champ magnétique créé par un cylindre infini

Soit un cylindre infini en longueur, de rayon a. On le suppose parcouru par un courant uniforme, de densité

volumique j = j ¢2. Déterminer le champ magnétique créé par cette distribution de courant en un point
quelconque M de I’espace.

» Exercice 14.3 : Calcul du champ magnétique créé par un cible coaxial

Soit un céble coaxial constitué de 2 cylindres infinis en longueur, d’axes Oz, de
rayon R; et Rs. On le suppose parcouru par un courant d’intensité I, de vecteur
densité volumique j = j e2, uniforme, circulant  'intérieur du cylindre de /
rayon ;.

Le courant revient par la surface extérieure du cylindre de rayon Ry > R;. La
densité surfacique de courant est notée js.

Le volume compris entre les deux cylindres de rayon R; et Ry est isolant.

]
i

1. Exprimer la densité volumique de courant j en fonction de I’intensité du
courant /.

/

2. Exprimer la densité surfacique de courant j5 en fonction de I’intensité du
courant I.

3. Déterminer le champ magnétique créé par cette distribution de courant en
un point quelconque M de I’espace.

/7

[ 2
1 1
| I
\ ~ |
—\ h
N N
[e—
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R.emarque

Des variantes existent :

e Deux courants surfaciques, I’un passant dans un sens a la surface d’un cylindre de rayon Rq,
I’autre dans le sens inverse a la surface d’un cylindre de rayon Ry > R;.

e Deux courants volumiques, I’un circulant dans le volume d’un cylindre de rayon R;, 1’autre
dans le sens inverse, compris entre deux cylindres de rayons Ry et R3 avec R} < Ry < Rs.

Vous pouvez vous entrainer ...

» Exercice 14.4 : Champ magnétique dans la cavité d’un cable

1. Soit un céble constitué d’un cylindre infini en longueur, d’axe

Oz, de rayon R. On le suppose parcouru_) par un courant d’in-
tensité I, de vecteur densité volumique j = j e2, uniforme,
circulant a I'intérieur du cylindre de rayon R.

(a) Exprimer le vecteur densité volumique de courant j en
fonction de 1.

(b) Déterminer le champ magnétique créé par le cylindre in-
fini de rayon R en un point M intérieur a ce cylindre.

(c) Exprimer ce champ magnétique a ’aide d’un produit
\Le>ctorie1 faisant intervenir le vecteur densité de courant
7.

. Dans ce cylindre se trouve une cavité (cf. figure ci-contre), elle

aussi cylindrique et infinie, de rayon r et d’axe O’z. La distance

en tout point de 1’espace.

» Exercice 14. 6 : Champ magnétique créé par une nappe de courant

On considere une distribution surfacique de courants, plane, dans laquelle un courant total I, circule pa-
rallelement et dans le méme sens que Ox. Cette nappe de courant est comprise dans le plan Oy, infinie

suivant I’axe x et de largeur 2a suivant y, centrée sur I’axe Ox.

1. Déterminer le champ magnétique créé en tout point M de I’axe Oz.

2. Etudier le cas ol @ — 0. Conclure.
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entre les deux axes est égale a d. Nous noterons H la projection )
de M sur I’axe Oz et H' sa projection sur I’axe O'z. w
[
(a) Déterminer le champ magnétique créé par cette nouvelle N : : : :
distribution de courant en un point quelconque M appar- J i
R . 1l
tenant a la cavité. U
(b) Commenter. : ¢{i : '
> <:
O+ | +O’
Indication pour la deuxiéme question: Lo Ll
Le théoreme de superposition peut étre judicieusement employé . ..
» Exercice 14.5 : Champ magnétique créé par un tore
Soit un tore circulaire a section carrée sur 5
lequel sont enroulés N tours de fil, parcou- B \]
rus par le courant d’intensité 1. h a ':
Le cercle posséde un rayon moyen a et v | o777~ - =3 \
le carré est de coté b. Voici ci-contre, le ; >
schéma vu en coupe. <-— b > |
Déterminer le champ magnétique B( M) > l<
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Equations de Maxwell

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Principe de la conservation de la
charge : formulation locale.

Etablir I’équation locale de la conservation de la charge
dans le cas a une dimension.

Equations de Maxwell : formula-
tions locale et intégrale.

e Ecrire et interpréter les équations de Maxwell sous forme
intégrale.

e Interpréter qualitativement le lien entre 1’équation de
Maxwell-Faraday et la loi de Faraday.

Equations de propagation des
champs dans une région vide de
charges et de courants.

e Etablir les équations de propagation a partir des équations
de Maxwell.

Approximation des régimes
quasi-stationnaires  (ou  quasi-
permanents).

e Comparer une durée typique d’évolution des sources a une
durée de propagation de 1’onde électromagnétique.

Cas des champs statiques : équa-
tions locales.

e Etablir les équations de propagation a partir des équations
de Maxwell.
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Notions et contenus Capacités exigibles

Equation de Poisson et équation de

Laplace de I"€lectrostatique. e Etablir les équations de Poisson et de Laplace de I’électro-

statique.
e Approche numérique : mettre en ceuvre une méthode
i de résolution numérique pour déterminer une solution a
}% I’équation de Laplace, les conditions aux limites étant
Al données.

e Approche numérique : mettre en ceuvre une méthode
de résolution numérique pour déterminer une solution a
I’équation de Laplace, les conditions aux limites étant
données.

1
A
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15.2 Forme locale 69

Maxwell, s’appuyant sur les résultats de 1’électrostatique, de la magnétostatique et de 1’électromagnétisme
des régimes quasi stationnaires a postulé les équations suivantes que nous prendrons comme principe fon-
damental de 1’électromagnétisme :

m Forme locale

‘ Nom ‘ équation
Maxwell-Gauss (M-G) div E =2
=00]

Maxwell-Thomson (M-T) div B =

S F._ 98

Maxwell-Faraday (M-F) 5

OF

_>
Maxwell-Ampere (M-A) r_ol>f § = o J +€o o B

TABLE 15.2 — Equations de Maxwell : forme locale

Les_)équations de Maxwell s’écrivent sous cette forme dans n’importe quel référentiel pourvu que f, ?, p

et j soient mesurés dans ce méme référentiel et que les opérateurs divergence et rotationnel soient calculés
également dans celui-ci.

m Relations annexes
m Champ et potentiel électriques

Le champ électrique et le potentiel électrique sont liés par la relation :

F = —gradV

Ainsi, par exemple en coordonnées cartésiennes, la fonction a 3 variables V' (z, y, z) s’écrit :

oV oV oV
dV = —d —dy+ —d
v Ox z+8y y+8z :

Or, le gradient de V' s’écrit :

oV et le vecteur Eg = dW s’écrit :
Ox de
— ov
grad V = 6_y Zé = dy
3_‘/ dz
0z
On obtient donc :
AV = gradV - di
Soit :
AV=—TF-.d
Si on integre entre 2 points A et B,on a:
Va
/ W= | E-di=|[ FE-a
Ve BA AB
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m Loi d’Ohm locale

conducteur électrique, le vecteur densité volumique de courant dépend du champ électrique :

(E).

Pour les métaux ou les électrolytes, cette relation, linéaire dans un large domaine de fréquences et d’intensité
du champ électrique, constitue la loi d’Ohm locale :

Dans un
- =
J =17

=y

v est appelé conductivité électrique du milieu.

Les unités

1

Cette conductivité électrique v s’exprime en Q= L.m ™! ouen S.m 1

R.emarque

La conductivité - est I’inverse de la résistivité p’ avec R = p/ 5

La résistivité s’exprime en 2.m.

m Conservation de la charge
m Démonstration mathématique

e Larelation de Maxwell-Faraday ol E = _8— permet d’écrire, en utilisant div (77()?5) =0:
— 0 B 0 div B
div (rol E) = —di _ —0
iv (rot E) v < 5 ) 5

On n’en déduit aucune information.

oy . ~ . ’% 9
e Par contre, en utilisant la relation de Maxwell-Ampere, on a : div (rot ?) = 0 d’une part,

OF
div ( rot § = div <H07+50 Lo >

ot
.= adivﬁ
= podiv j +50NOT
0
*Modwj + po 8/;

Ce qui permet décrire I’équation de conservation de la charge sous forme locale :

Idp

81&0

%
div j +
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15.4 Forme intégrale 71

m Démonstration physique

En notant p la densité volumique de charge, la charge contenue dans un volume (7p) délimité par la surface
fermée (X) est donnée par :

= [ 2

Sa variation est alors :

dg _ q(t+dt) —q(t) \ \
dt dt | Tentrant —— Tsortant
d —_ e
=it ][, om0 : /
To

e
(7-0) 8t

De plus, cette variation de charge dq par unité de temps est égale a I’intensité totale de courant entrant, soit :

dg . > 52
—,; = lentrant — Tsortant = — @ J - d*s
dt

(=)

FIGURE 15.1 — Intensité du courant électrique

2
d*S étant un vecteur sortant.

- 32 —
Le théoreme de Green-Ostrogradski permet d’écrire : ﬁ j -d*S = / / / div j d*ret:

) 2
d
—q:*/// div?dg'r
dt (7o)

On en déduit :
/// (div?—i-@) =0
(7—0) at

Ceci étant vrai quelque soit le volume (79 ), cela conduit a I’équation de conservation de la charge :

.= Op
d — =0
w]Jrat

Cette relation constitue I’équation locale de conservation de la charge électrique.

m Forme intégrale
i

La forme intégrale d’une des équations de Maxwell se déduit de sa forme locale grace aux regles suivantes : '

/-| Principe } ~

e Pour une divergence, on calcule le flux sortant d’une surface fermée et on le transforme a 1’aide
du théoréme de Green-Ostrogradski.

e Pour un rotationnel, on calcule la circulation sur un contour fermé et on la transforme a 1’aide
du théoréme de Stokes-Ampere.

e
\.
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m Flux magnétique

L’équation de Maxwell-Thomson est donnée par :

divB =0

31

)v-%\\ Ceci est la forme locale de 1’équation de Maxwell-Thomson.

La forme intégrale peut étre déduite, a 1’aide du théoréme de Green-Ostrogradski :

///(T)dw Bd*r = f B .28

(=)

On obtient :

@ﬁ.ﬁdQSZ@ﬁ.ﬁ:o

(=) (=)

ol (X) est une surface fermée.

On dit que le champ magnétique B est a flux conservatif.

m Equation de Maxwell-Faraday

L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit, sous sa forme locale :

L

ot

En faisant circuler le champ électrique le long d’un contour fermé (I') et en appelant (X) une surface
orientée s’appuyant sur celui-ci, on obtient :

e:jgr)ﬁ-?e
://(Z)Fo%ﬁ-ﬁfs

-2 [ B.#5
(

; Ceci est I’expression globale ou intégrale. On remarque que les deux équations précédentes sont indépen-
iH dantes du milieu considéré.

pil ;

& L’équation de Maxwell-Faraday est la traduction de la loi de Faraday exposée en premiere année
lors de 1’étude de I’induction électromagnétique : elle traduit le comportement d’un circuit fixe dans
un champ électromagnétique variable.
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m Equation de Maxwell-Gauss

La forme locale de I’équation de Maxwell-Gauss est donnée par :

divﬁ =L ﬁ!
€0

Le théoreme de Green-Ostrogradski permet d’en déduire la forme globale ou intégrale :

@SE TS = ///(T) div E &1
Il e

Soit :

@Sﬁ W azs = Gm

=) c0

ol (7) est le volume intérieur a la surface fermée (X).

On retrouve ici le théoreme de Gauss.

m Equation de Maxwell-Ampére

La forme locale de I’équation de Maxwell-Ampere est donnée par :

oF

t§ +e
ro ,LLOJ oMo ot

Cette forme est la forme locale du théoreme d’ Ampere, a laquelle on a ajouté une différentielle du champ
électrique. Cette modification était obligatoire pour corriger des aberrations du théoreme d’ Ampere.

m Explication de la modification

La forme locale du théoreme d’Ampere ne suffit pas. Considérons un circuit en régime non permanent.
D’apres la forme locale du théoréme d’ Ampere, on a :

rol B =po §
Or, nous savons que :

div (rol B) = 0
Ce qui équivaut a :

%
div j =0 7~
Or d’apres I’équation de conservation de la charge :
8/) —

o =div j

0
Cela impliquerait donc que a—/t) =0.
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Si le régime n’est pas permanent, c’est donc incohérent. Pour corriger ce défaut, on introduit un courant de
déplacement, noté jp de telle sorte que :

770%?2#0 (?‘FJ—I)))

On obtient ainsi :

div 7 = - % conservation de la charge
= —¢o % div E avec Maxwell-Gauss
On a alors :
7 = —¢&p % régime variable, donc constante nulle

div (7?% g) = U (div (7 +j—>D))

0 = div {j_;) — €0 %f}

Maxwell a donc pris le cas le plus simple :

m Forme intégrale

En faisant circuler le champ magnétique le long d’un contour fermé (I") et en appelant () une surface
orientée s’appuyant sur celui-ci, on obtient :

E’Eé:// vl B -7 d2S
) =)

E
:// <M07+€0u08—>'ﬁd25

OF -7 d2S
= o1 +eo o T
®)

ot

d®s)( E)

= po I + €0 po o

On retrouve le théoreme d’ Ampere additionné d’un terme supplémentaire :

ou Ip est I’intensité du courant de déplacement :

ID:// in 728
)

Ce terme intervient en régime non permanent.

Expression générale du champ électrique

m Equations de propagation des champs
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En appliquant I’opérateur rot a rot E, on obtient :

—
rotrot E = grad (div ﬁ) ~XE (Voir analyse vectorielle)

ﬁ“(‘% ~ gt (L) -3

€o
—gr—o_))fﬁ = grad (£> —Z)E
ot €0
0— O F —>(p) —
—Ho 5. J €0 fo 5 = grad - - RE
Soit :
%
— 0? — (p 03j
Aﬁ—é‘ouo pre = grad (a)-i-uoﬁ

m Champ électrique dans une région sans charge ni courant

. . - = . . v
Dans une région sans charge (p = 0) ni courant (7 = 0 ), la relation précédente s’écrit :

?FE
XB—EOILLOWIW

m Expression générale du champ magnétique

De la méme fagon pour le champ magnétique, on obtient :

B o° B — —
A —E0Ho 5 = —HoTot j

m Champ magnétique dans une région sans charge ni courant

= Activité 15.1

Retrouver la formule précédente a partir des équations de Maxwell dans une région sans charge ni courant.

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



76 EQUATIONS DE MAXWELL

Potentiels

Définitions

Potentiel-vecteur

Les relations div ﬁ —Oetdivrot =0 permettent d’écrire d’introduire le potentiel-vecteur Z :
divB=0=34qB =10 4

Considérons deux potentiels-vecteurs associés a ? :

B=rol 4

— oAl
D’ou:
rol (A —Ay= T
Comme 7“—0_7)5 gr—agl G = 6> V@, on peut alors écrire :

% }
A_A = grad G

On obtient donc :

% ;
A=A —grad G

=

On voit ainsi que Z n’est pas défini de fagcon unique.

)=

Propriété

Le potentiel-vecteur X possede les mé&€mes propriétés d’invariance et de symétrie que le champ élec-
trique
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m Potentiel scalaire I/

Ona:

On obtient donc :

rot §+8Z -0
(7+5)

ot
n L2 . s . s . — — -
De méme que précédemment, un rotationnel nul peut s’exprimer au moyen d’un gradient (rot grad = 0):

E =——— —gradV

782 —
ot

On obtient donc I’expression connue dans le cas statique.
De méme que pour le potentiel vecteur, on montre que :

0P
! _ _ te
Vi=V _8t+c

® est donc le lien entre Z et V. On ne peut pas fixer arbitrairement Z et V, ces deux potentiels sont liés.

m Flux du champ magnétique

—
Le flux du champ magnétique a travers une surface orientée (X) s’écrit & = / § -d?S.
)

En remplagant § par rot Z, on obtient :

— —
q»:// §~d25:// rol A - 28
=) =)

En considérant le contour orienté (I') bordant la surface (X), la relation de Stokes-Ampere permet alors
d’écrire :

q):/ B.fs=¢ 4.a
=)

()

Le flux du champ magnétique a travers une surface est égal a la circulation du potentiel-vecteur le long du
contour bordant la surface.

m Conditions de jauge "
i

m Equations vérifiées par le potentiel-vecteur et le potentiel scalaire

On montre que ces deux potentiels doivent vérifier les relations suivantes :

— 84 - — v
AZ — €0 Mo o2 = —to J + grad (din—i—Eouo E)

2 jauges sont couramment utilisées, la jauge de Coulomb et celle de Lorentz.
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m La jauge de Coulomb

La jauge de Coulomb s’exprime de la fagon suivante :

divA =0

L’équation précédente devient donc :

— 0
AZ-EOMOW

m La jaugee Lorentz

jauge !de Lorentz

2y — 0 —
=—No J + oMo agde

La jauge de Lorentz est la suivante :

ov
div Z + €0 [o 0

E
A I’aide des ces jauges, on obtient donc deux équations :

02 A
KZ —€o Mo = —Ho 7

ot?
0%V p
AV — gy __»~P
V —eopo ETD .

/-(Cas par*tieulie_r)

Dans une région sans charge ni courant, on a alors :

0%V
AV—EOMOW:O

Régime quasi-stationnaire

m Régimes quasi-stationnaire et stationnaire

Un champ électromagnétique mesuré en un point M a I’instant ¢ a en réalité été créé par des charges ou des
courants, présents au voisinage d’un point P, souvent loin du point M.

Le champ électromagnétique créé en P se propage jusqu’au point M mais cela n’est pas instantané : la
durée pour que le signal se propage de P a M vaut :

tpm =
&
si I’onde se propage a la vitesse c.
L approximation des régimes quasi-stationnaires consiste a négliger les temps de propagation devant la
durée d’évolution des sources, c’est-a-dire leur période 7'
Ainsi, cette approximation est valable si :

tpy = — << T, soit D < ¢T si on appelle D une grandeur caractéristique correspondant a la taille du
C

dispositif.

De cette facon, le champ électromagnétique s’établit instantanément.
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79

,—{ Exemple }

D
30 m. L’approximation des régimes quasi-stationnaires est valable si T' > —, soit
@
30
3.108

\|

Considérons une maison d’habitation dont le circuit électrique possede une longueur d’environ D =

1
T > ——— =10""s. Cela correspond a une fréquence f = T < 10"Hz=10MHz.

On voit que cette approximation est réalisée sans peine pour des circuits électriques classiques.

V.

En régime quasi-stationnaire (ou quasi-permanent), on peut négliger la variation de ﬁ dans le temps mais

pas celle de

Ainsi, seule I’équation de Maxwell-Ampere est modifiée. Elle s’écrit alors :

rot B =po j

R, _ P - "
Ceci revient a négliger le vecteur densité de courant de déplacement jp devant le vecteur densité de courant

réel j .

Pour I’instant, nous admettrons que cela se passe ainsi : nous reviendrons sur cette approximation lors de

I’étude de la propagation des ondes électromagnétiques.

m Régime stationnaire

En régime stationnaire (ou permanent), les champs sont indépendants du temps.

0 — . .
Comme 5 = 0, la relation de Maxwell-Faraday s’écrit :
vol E =10
0 — . e
Comme 5 = 0, la relation de Maxwell-Ampere s’ écrit :
_>
rob B = Ko J

Les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Thomson sont inchangées.

m Récapitulatif

Régime variable

Régime quasi-stationnaire

Régime stationnaire

Maxwell-Gauss (M-G)

Maxwell-Faraday (M-F)

Maxwell-Ampere (M-A)

Maxwell-Thomson (M-T)

divﬁzﬁ

€o

— —
rot ﬁzuo J +¢€oto

oF

ot

div E:ﬁ

€o

—

rot =——
ot
%

rot § =puo J

divﬁzﬁ

€0
div B =0
ol E=10

rot B =po J

TABLE 15.3 — Equations de Maxwell : récapitulatif

m Application : I'induction électromagnétique

L’induction est un phénomene 1ié & la variation d’un champ magnétique dans un circuit. La variation de
flux d® du champ magnétique pendant la durée dt entraine 1’apparition d’une force électromotrice (notée

P
fem.)e= o : c’est la loi de Lenz-Faraday.

Le circuit subissant I’effet est appelé induit, le champ magnétique provoquant cet effet est appelé inducteur.
Les phénomenes d’induction peuvent étre classés en deux catégories :
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e inducteur fixe : le phénomene d’induction est lié au déplacement relatif de I’induit par rapport a
I’inducteur ou a la déformation du circuit induit (induction de Lorentz).

e induit fixe; le phénomene d’induction est lié a une variation dans le temps du champ inducteur (in-
duction de Neumann).

La f.e.m. induite peut étre détectée directement aux bornes de la bobine en circuit ouvert ou par le courant
induit ¢ dans un circuit fermé.

Cet éventuel courant, via la résistance électrique interne du circuit, va chauffer le conducteur, conformément
a la loi de Joule.

Une caractéristique générale des courants alternatifs est de ne pas utiliser toute la surface utile des conduc-
teurs pour circuler. Il apparait, en effet, qu’ils se concentrent sur la périphérie des conducteurs : ¢’est I’effet
de peau. Ainsi, les courants induits sont plus importants en périphérie qu’au cceur du conducteur. Il en
résulte que la chaleur est principalement générée a 1’extérieur. L’effet de peau est caractérisé par la pro-
fondeur de pénétration notée ¢. Elle est définie comme comme 1’épaisseur de la couche surfacique dans
laquelle circule 87 % de la puissance générée. L’expression de 1’épaisseur de peau, de 1’ordre du mm, est
donnée par :

1

5 =
Tufy

avec :
® [ = Lo iy : perméabilité magnétique du milieu,
e f :fréquence des courants,

e ~ : conductivité du conducteur (en S. m™h.

Equation de Poisson

m Equations de Poisson et de Laplace

—
La relation E = —gradV combinée a I’équation de Maxwell-Gauss donne :

div ﬁ = —divgradV = L
€o

—
Or, div grad = A (I’opérateur Laplacien).

Onen déduit AV + L 0 ou encore :
€0

€0

Cette relation est appelée équation de Poisson.

m Equation de Laplace

Dans une région sans charges, la densité volumique de charges p est nulle et on en déduit I’équation de

Laplace :
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15.10 Exercices : Equations de Maxwell 81

m Exercices : Equations de Maxwell

§§z
» Exercice 15.1 : Calcul de potentiel r X
En coordonnées cartésiennes, le champ électrique est donné par :
X
Ey — e_g pour —a<z<a
a
E = Ey e, pourz > a
—FEy e_g pourx < —a
1. Déterminer ’expression du potentiel V' (z) en tout point M de 1’espace. On posera V (0) = 0 et on
fera attention a la continuité du potentiel.
2. Soient les points A (—a,0,0) et B (a,0,0). Calculer V (A) — V (B) de deux fagons différentes.
» Exercice 15.2 : Piege électrostatique
On considere une région de 1’espace, vide de charges, dans laquelle régne un potentiel :
Vo 2 2 2
Viey.z) =5 (@ +y" -2z )
Vb et a sont des constantes positives.
1. Donner I’unité de a.
2. L’équation de Poisson est-elle vérifiée ?
3. Représenter I’allure de V' (x, 0, 0) en fonction de I’abscisse x.
4. Calculer le champ électrique en O, origine du repere.
5. Une particule de charge g est placée a I’origine O.
La particule est-elle en équilibre ? Si oui, celui-ci est-il stable ?
» Exercice 15.3 : Résolution de I’équation de Laplace
Pour résoudre les équations différentielles, on peut employer la méthode d’Euler. Celle-ci a déja été étudiée
précédemment. Dans cette méthode, on utilise la correspondance :
ds Sn+1 — Sn
dt T,
C’est équivalent a :
ds Sn — Sn—1
—_ _> e —
dt T,
La premiere représentation est dite "avant" ou "décentrée avant” (ou encore "upwind"), la deuxieme est
dite "arriere" ou "décentrée arriere" (ou encore "downwind"). Nous allons utiliser ces représentations pour
résoudre 1’équation de Laplace : #
i
2
— H
AV =0 ’,..,\

Pour simplifier, on se placera en dimension 2, en coordonnées cartésiennes et on procédera a une discréti-
sation en N = 11 cellules dans les deux directions.

On part des conditions aux limites suivantes :
e potentiel nul pour toutes les cellules de la premiere ligne j = 0,

e ce potentiel croit de maniere affine, de 0 a 100 le long de la bordure verticale ¢ = 0 (premiere colonne)
et entre 0 et —100 le long de la frontiere ¢ = N — 1 (derniere colonne),

e il évolue de facon affine entre 100 et —100 sur la derniere ligne (j = N — 1).

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



82 EQUATIONS DE MAXWELL

1. Exprimer le potentiel sur la derniere ligne en fonction de x.

2. Représenter dans le tableau suivant les conditions initiales.

L
o

ov. oV
3. Exprimer les dérivées premicres partielles — et —.

or Oy
. . . . 0?V 0%V
4. Exprimer ensuite les dérivées secondes partielles — et —-.
Or dy
5. En déduire I’expression du laplacien en coordonnées cartésiennes :

_ov v

A
v 0x? + 0y?

Partant d’une distribution quelconque du potentiel, donc d’un tableau représentant le potentiel, on fait évo-
luer les valeurs du potentiel dans le tableau en procédant par itérations.

On peut alors déterminer chaque nouvelle distribution du potentiel V" [i][] & partir de la situation précédente
V'[é][j] par récurrence gréce a la relation suivante :

V(][] = i (Vi + G+ VI =15+ Vil + 1+ V[ - 1))

Bien entendu, on ne pourra faire évoluer les cellules correspondant aux bordures du tableau.
Lorsque V'[i][j] = V[i][;]. la situation est stable et cesse d’évoluer car 1’équation de Laplace est vérifiée.

R.emarque

Cela est étrangement ressemblant au filtrage employé pour le traitement des images. Le noyau utilisé
est alors :

0 1/4 0
1/4 0 1/4
0 1/4 0

On propose de créer le premier tableau avec la fonction suivante :

def tableau_initial():
ﬁi tableau = []
i for ligne in range(n):
/‘\\ tableau.append (p*[0])
for ligne in range(n):
tableau[ligne] [0] = 10 * ligne

tableaul[ligne] [p-1] = -10 * ligne
for colonne in range(p):
tableau[n-1] [colonne] = 10*(n-1) - 10*colonne

return tableau
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5. Ecrire la fonction nouveau_tableau permettant de passer d’un tableau correspondant au potentiel
V'[i][4]  celui correspondant au potentiel V'[i][5].

6. Ecrire une fonction compare qui permet de comparer deux tableaux et qui retourne le plus grand écart
calculé entre 2 cellules identiquement positionnées dans les tableaux précédents.

7. Initialiser les variables nécessaires et écrire une boucle permettant de faire évoluer le potentiel tant

3
que I’écart calculé précédemment est supérieur a un certain seuil (appelé par exemple epsilon). §=E
8. Pour ceux qui sont joueurs, on pourra afficher les images correspondantes a condition d’effectuer une V X
opération afin de mettre le potentiel minimum a 0 et le potentiel maximum a 255 par exemple.
9. Le tableau final arrondi représentant le potentiel est comme ci-dessous :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 8 6 4 2 0 -2 —4 —6 -8 —10
20 16 12 8 4 0 —4 -8 -12 -16 -20
30 24 18 12 6 0 —6 -12 | =18 | =24 | =30
40 32 24 16 8 0 -8 —-16 | —24 | —32 | —40
50 40 30 20 10 0 —-10 | —20 | =30 | —40 | —50
60 48 36 24 12 0 —-12 | —24 | —36 | —48 | —60
70 56 42 28 14 0 —14 | —-28 | —42 | =56 | —70
80 64 48 32 16 0 —16 —32 —48 —64 | —80
90 72 o4 36 18 0 —18 | =36 | =54 | =72 | =90
100 80 60 40 20 0 —20 | —40 | —60 | —80 | —100
(a) Interpréter 1’évolution du potentiel pour une ligne ou une colonne quelconque.
(b) La colonne centrale est remplie de 0. Comment interpréter les valeurs de part et d’autre ?
» Exercice 15.4 : Cadre dans un champ magnétique
Un cadre carré, contenu dans le plan Oxy d’un repére
cartésien, constitué de IV spires de coté b, et de résis- 5
tance totale R, est en mouvement de translation rec- -
tiligne uniforme a la vitesse T =uv eg. lest plongé _—
dans un champ magnétique donnée par : Y
B:Bmcos{w(tfi)}e_g / ; T
A un instant t, I’abscisse du centre du carré vaut
-
z(t) =v(t)t = vt. b
v
Onposeg=1— —.
Vo
L’inductance propre du cadre est négligée.
1. Calculer le flux du champ magnétique a travers le cadre carré. o
2. En déduire I’expression de la f.e.m. dans le cadre ainsi que 1’intensité du courant qui y circule. §:\
'

3. (a) Déterminer la puissance des forces de Laplace qui s’exercent sur le cadre.
(b) En déduire sa valeur moyenne.
(c) En déduire, suivant la valeur de g, les propriétés motrices ou résistantes des forces de Laplace.

» Exercice 15.5 : Effet de peau

En coordonnées cartésiennes, le demi-espace défini par x < 0 est occupé par du vide alors que celui défini
par x > 0 est occupé par un volume métallique réel de conductivité .
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Dans le vide regne un champ :

ﬁ = By coswt e_y>

On se place dans I’approximation des régimes quasi-stationnaires.

— — . . . Py . R .
1. Avec rot rot, établir I’équation différentielle vérifiée par E = Bpexp(iwt —ax) a; avec o =

i 1t

p ‘z‘ On exprimera 0 appelée épaisseur de peau en fonction de w, po et 7.

2. Déterminer I’expression réelle de ﬁ dans le demi-espace x > 0.

3. Calculer la valeur de § dans le cas du cuivre dont la conductivité  vaut environ 6,0.10” S.m~! pour
des fréquences v; = 50 Hz et o = 500 M H z.
Commenter et donner la limite de § lorsque ~ tend vers I’ infini.
Quelles sont alors les conditions imposées a la traversée de la surface vide - métal ?

Donnée : g = 47.107" H.m™1.

» Exercice 15. 6 : Four a induction

Un cylindre conducteur non magnétique, de conductivité -y, de rayon a et de longueur ¢ > a, est placé
a 'intérieur d’un solénoide long, approximativement de méme rayon, comportant n spires par unité de
longueur.

Ce solénoide est parcouru par un courant sinusoidal, de pulsation w et d’intensité maximale [j.

1. Déterminer I’expression de la densité volumique de courant jy des courants induits dans le cylindre

conducteur par le champ magnétique créé par le solénoide. On négligera le champ magnétique
créé par les courants induits.

2. Déterminer ensuite la puissance moyenne par unité de longueur dissipée par effet Joule dans le
conducteur.

3. Application numérique : calculer cette puissance moyenne.

Données :
v =1,00.10"S.m™* a=1,00cm w=1007rad.s™*
n=1000m~*! In=1,00A4 po =4710"" Hm™!

1
A
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P16

Energie électromagnétique

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Densité volumique de force électro-
magnétique. Puissance volumique
cédée par le champ électromagné-
tique aux porteurs de charge.

e Etablir et utiliser I’expression de la puissance volumique
cédée par le champ électromagnétique aux porteurs de
charge.

Loi d’Ohm locale; densité volu-
mique de puissance Joule.

e Analyser les aspects énergétiques dans le cas particulier
d’un conducteur ohmique.

Densité volumique d’énergie élec-
tromagnétique et vecteur de Poyn-
ting : bilan d’énergie.

o Utiliser le flux du vecteur de Poynting a travers une surface
orientée pour évaluer la puissance rayonnée.

o Effectuer un bilan d’énergie sous forme globale.
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86
m Puissance cédée par le champ électromagnétique

m Cas d’une particule ponctuelle

Une particule ponctuelle M de masse m et de charge ¢, se déplacgant a la vitesse ¥ dans un champ électro-

magnétique | E, ﬁ] est soumise & la force de Lorentz :

F_f:q(EJr?A ?)

Le produit mixte (7 A ﬁ) - contient 2 vecteurs colinéaires et est donc nul. On en déduit la puissance
de la force de Lorentz :

P—F T=qFE -7

La puissance du terme magnétique est donc nul.

m Distribution volumique de charge

Pour un élément de volume d7, de densité volumique de charges mobiles p,,, centré en M, la force élémen-
taire est donnée par :

d—FL> =dq ( ﬁ + U A 3)
= pmdr (EJr?A ?)
La puissance de la force de Lorentz associée est :

AP = dFy - ¥ = pm E - Vdr

Or, la densité volumique de courant en M est égale a :
—
J = Pm v

On en déduit alors la densité volumique de puissance (ou puissance volumique) cédée par le champ élec-
tromagnétique aux porteurs de charges :

P —
w1 E

Cette énergie est cédée par le champ électromagnétique a la matiere.

Densité volumique d’énergie électromagnétique

Expression

Au champ électrique ﬁ, on associe une densité volumique d’énergie électrique w, :

E2
We = €0 —

2

Au champ magnétique ?, on associe une densité volumique d’énergie magnétique w,, :
B2

o= 2 o

Au champ électromagnétique | E, ﬁ] est associée la densité volumique d’énergie électromagnétique
Wem = We + Wiy &

E?  B?
Wem = €0 = + 20
0
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16.3 Densité volumique d’énergie électromagnétique 87

En régle générale, pour calculer I’énergie électromagnétique contenue dans un volume 7, il faut intégrer la
densité volumique d’énergie électromagnétique sur tout le volume considéré :

Wem = /// Wem A>T i
(1) A

Si la densité d’énergie électromagnétique we,, est uniforme, c’est-a-dire constante dans 1’espace, alors on
peut la sortir de I’intégrale, ce qui donne :

Wem = wem/// d3r = Wem, T
(1)

m Condensateur plan

) C
tc
A | | B ;
«— Lois
UAB 7
FIGURE 16.1 — Condensateur : conventions ic= d_(z
Comme déja vu dans un chapitre précédent, la capacité C' d’un UAB = UC = C
condensateur plan vaut : . duc
o = —
dt
C = €0 S
l

ou S est la surface d’une des armatures et ¢ la distance entre
elles.

Les unités

L’intensité i du courant s’exprime en amperes A, la tension uc en volts V, la charge ¢ en coulombs
C, la capacité C en farads F', la durée dt en secondes s.

En notant W, 1’énergie €lectrique emmagasinée au cours de la charge d’un condensateurde ¢ = 0a g =
(det=0at=o00),ona:

I
QO
Lo
Q
=)
Q‘&

FE =

Q)
o
9!
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88 ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE

On en déduit I’énergie électrique w, contenue dans le volume 7 = S¢:

We =
T

QQ

2CT

e S? E* ¢

26052£

50E2

2

Cette énergie est appelée densité volumique d’énergie électrique :

€0E2
We = 5

R.emarque

Ici, comme w, = C*, alors W, = w, 7 mais en général, I’énergie électrique a pour expression :

W, = /// we A>T
(T)

m Solénoide illimité

i L Loi
Y A'AAA W ‘
dZL
- up = —

FIGURE 16.2 — Bobine : conventions

Les unités

L’intensité i;, du courant s’exprime en amperes A, la tension uy, en volts V, I’inductance propre L en
henrys H, la durée dt en secondes s.

Comme déja vu en premiere année, le flux du champ magnétique a travers une spire circulaire vaut
®' = B S. Pour un solénoide considéré comme infini et de longueur /¢, il vaut ® = N B .S avec N le
nombre de spires total du solénoide : c’est le flux propre ®,, = L I.

Dans un chapitre précédent, I’expression du champ magnétique créé par un solénoide a été€ démontré :

Bext = 0 a l'extérieur et Biye = puon I = po — I a 'intérieur.

14

L’expression du flux propre permet d’accéder a I’inductance propre :

7NB;S’7/,[/ON2S
Y

L

En notant W,,, I’énergie électrique emmagasinée par le solénoide tres long lorsque ¢ passedet =0ai =1
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16.4 Vecteur de Poynting et puissance rayonnée 89

(tvariedet =0at =o00),ona:

t=o00
Wm == / ury, iL dt
t=0

=0 I dig
= iz dt ]

[ "

Lig dig,
=0
LI?
2
[L()NQSIQ
2/
(S pENEI
2/10 52

p3 N2 I
62

Won
T

Comme B? = , on en déduit I’énergie magnétique w;,, contenue dans le volume 7 = S ¢ :

Wy, =
BQ
240

Cette énergie est la densité volumique d’énergie magnétique :

B2
Wm — —

240

R.emarque

Ici, comme w,, = C*¢, alors W,,, = w,,, T mais en général, I’énergie magnétique a pour expression :

Wm:/// Wy d3T
()

m Vecteur de Poynting et puissance rayonnée

m Vecteur de Poynting

On définit un vecteur de Poynting ﬁ (ou ﬁ) par I’expression suivante :

- EAB

/’LO i§§

Son flux a travers une surface représente le débit en énergie du champ électromagnétique a travers cette
surface.

& Pour déterminer I’expression du vecteur de Poynting, il faut que les vecteurs E et § soient
en notation réelle.
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m Bilan local de I’énergie électromagnétique

e Comme déja vu en début de chapitre, I’énergie cédée par le champ électromagnétique pendant I’in-
tervalle de temps dt a la matiere contenue dans le volume (7) est :

5Wc:dt/// 7. Edr
()

e L’énergie qui sort de la surface fermée et orientée () délimitant le volume (7) précédent vaut :

5Ws=dtsﬁﬁﬁ-&5§

(=)

oW

2
avec P = = ﬁ ﬁ - d*S la puissance rayonnée. En effet :

Puissance r‘ayOr\r\ée}

La puissance rayonnée a travers une surface est égale au flux du vecteur de Poynting a travers
cette surface.

e [’énergie contenue dans le volume 7 varie entre les instants ¢ et ¢ + dt de dW,,, :

AWem = Wep (t4dt)—Wep, (t) = (aWe’” dt =dt / / / awe’" d*r car W, = / / / Wery A>T
(r) (r)

e D’apres le principe de conservation de 1’énergie, la diminution —dW,,,, de 1’énergie contenue dans
le volume 7 est égale a 6W; 4+ W, (somme de I’énergie rayonnée et de celle cédée a la matiere).
On en déduit :

—dWem = W, + W,

Le théoreme de Green-Ostrogradski donne @ ﬁ dQS / / / div ﬁ d®7et:
()
=)

—dt///(T) agim r=dt {JT- d25+dt///(7) . Edr

(=)
_6We7n

///(T) awem ///(T) dwﬁ+ j - ﬁ) Br
Soit :
///(T) (di”if*?' §+81§%) &7 =

Cette relation étant vraie quelque soit le volume 7, on en déduit :

divTl + 7 - §+agzm —0

C’est le bilan local de I’énergie électromagnétique.
Remarque
On voit qu’il y a analogie avec la conservation de la charge :
— Op
divj+—=0
Wt ot

Cependant, il y a un terme supplémentaire lié au fait que de I’énergie peut étre transférée aux porteurs
de charge; ce n’est pas le cas de la charge électrique.

= Activité 16.1
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16.5 Cas particulier d’'un conducteur chmique

91

1. Rappeler les équations de Maxwell-Ampere et de Maxwell-Faraday.

2. En utilisant la formule div (7 Ab ) =b-rotd—d-rot b , démontrer la formule traduisant le

bilan local de I’énergie.

m Cas particulier d’un conducteur ohmique

Soit un trongon rectiligne de conducteur ohmique de longueur ¢, de rayon a et de conductivité - :

A

FIGURE 16.3 — Conducteur ohmique

Soumis a une tension U et sous I’action du champ électrique correspondant ﬁ = Fel, ilest parcouru par

un courant de densité volumique j =~ E :c’estlaloi d’ohm locale.

L’intensité du courant correspondante est donnée par :

—
Iz//?-dQSsz:ﬂ'anE

Or, ce courant est la source d’'un champ magnétique de la forme ﬁ = B(r) .

A la surface du trongon, le théoreéme d’ Ampere donne son expression :
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92 ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE

Le vecteur de Poynting associé au champ électromagnétique vaut ainsi :

- EANB

Ho
Ee,AB &

§§§ = - M— Er
2 ’

La puissance électromagnétique qui entre dans le conducteur est égale & 1’opposée du flux a travers la
surface latérale () du vecteur de Poynting :

I
|
g
M
=

P

|
[
=

L
L)
L)
=
95)

I
=
I\

La résistance du conducteur ohmique étant donnée par :

pL

R:—: = e

Lot
vS  ~yma?

On obtient :

P=RI’

Le conducteur s’échauffe car la puissance électromagnétique est fournie au conducteur (en fait aux porteurs
de charge) puis est transformée intégralement en chaleur : c’est I’ effet Joule.

Les unités

e . e 1 1 _
La résistivité p’ s’exprime en Q.7 la conductivité v = — en Q L m~! ou S.m~!, la longueur ¢ en
p

m, la section S = 7 a? en m? et la résistance R en (.

1
A
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16.6 Exercices : Energie électromagnétique 93

Enoncés

m Exercices : Energie électromagnétique

» Exercice 16. 1 : Source isotrope

Une source placée a 1’origine O d’un repere crée en tout point M de 1’espace un champ électromagnétique
de telle sorte que le vecteur de Poynting ﬁ :

e est radial en coordonnées sphériques,

e ne dépend que de la distance r = OM.

1. Exprimer la puissance P rayonnée a travers une sphere S de centre O et de rayon .

2. Si on considére qu’il n’y a pas d’absorption par le milieu, ceci impose la conservation de 1’énergie.
Traduire cette propriété en terme de puissance et en déduire une relation R = f(r).

3. On rappelle I’expression de I’opérateur divergence en coordonnées sphériques :

, 1 8(r2 D,) 1 d(sinbDg) 1 D
div D = — r ?
" r2  Or + r sind 00 rsing Jy

Calculer la divergence du vecteur de Poynting ﬁ

E
4. Si on suppose que B = — et que les deux champ E et ﬁ sont orthogonaux, exprimer les normes

des champs F et B en fonction de P.

» Exercice 16.2 : Cable coaxial

Soit un cable coaxial, constitué de deux cylindres C; et C2 de méme axe Oz. Ceux-ci sont considérés comme
infinis suivant z et ont des rayons a et b. Leur épaisseur est négligeable et ils sont parcourus par des courants
surfaciques. L’intensité I du courant est la méme a I’aller et au retour.

On note V; et V5 les potentiels des deux cylindres que 1’on considére comme constants.

Vi I Ci
Vs I Co
_________ B
%
€.
-t a4=A4--—-—-—=-—- - -1
b
FIGURE 16.4 — Conducteur ohmique

1. Par une étude de symétries et d’invariances, déterminer les propriétés du champ magnétique en tout Hi
2

point M de I’espace.

2. Déterminer le champ magnétique en tout point M de I’espace.
K
3. On admet que le champ électrique est de la forme &/ = —. Calculer K et en déduire I’expression du
r
champ électrique Een supposant que V' (a) = Vo et V (b) = V1.

4. Déterminer le vecteur de Poynting ﬁ en tout point de I’espace inter-conducteurs.

5. Calculer la puissance rayonnée a travers une surface S perpendiculaire e2. Conclure.
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94 ENERGIE ELECTROMAGNETIQUE

» Exercice 16.3 : Energie magnétique et calcul d’inductance

Un cylindre tres long, de rayon R;, plein, est traversé par un
courant d’intensité I réparti avec une densité uniforme dans sa
section. Ce courant "revient" par un cylindre de rayon Rs > R,
coaxial au premier et d’épaisseur négligeable.

S
S

1. Calculer le champ magnétique en tout point de 1’espace.

2. Calculer ensuite I’énergie magnétique correspondant a une portion de longueur ¢ du céble ainsi formé.

L
3. En déduire I’inductance propre par unité de longueur A = 7 de ce cable.

» Exercice 16.4 : Energie d’un condensateur sphérique

Un condensateur est constitué de 2 surfaces sphériques concentriques en regard de rayons R; et Ra.

Le conducteur intérieur porte la charge +() répartie sur sa surface de rayon R; et le conducteur extérieur
est relié a la masse. Ce conducteur extérieur porte la charge —() répartie également sur sa surface cette fois
de rayon Rs. Le champ électrique et le potentiel a I’extérieur de la sphere sont nuls.

On considere de plus que la densité volumique de charge a I’in-
térieur des conducteurs est également nulle.

1. Exprimer le champ électrique en tout point de 1’espace.

2. Exprimer I’énergie électrique W, dans I’espace inter-

conducteurs.
3. Calculer la capacité C' du condensateur ainsi constitué.

4. Exprimer I’énergie électrique W, en fonction de C' et de
Q. Conclure.
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P17

Propagation des ondes
¢lectromagnétiques

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Onde plane dans I’espace vide de
charge et de courant; onde plane
progressive et aspects énergétiques.

e Citer les solutions de 1’équation de d’ Alembert a une di-
mension.
e Décrire la structure d’une onde plane et d’une onde et

d’une onde plane progressive dans 1’espace vide de charge
et de courant.
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96 PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

Pour que I’on soit en présence d’une onde électromagnétique, il faut que les champs électrique E et
magnétique ﬁ vérifient les équations de Maxwell : c’est donc a faire théoriquement avant tout calcul en
cas de doute.

Equations de propagation des champs en dehors
des sources

Ce que I’on appelle "en dehors des sources” est un endroit de I’espace ou n’existent aux instants considérés
. . . . s . —
ni charges de densité volumique p, ni courants de densité volumique j .

ﬁquutions de Maxwell dans le vide, en 'absence de charges
= etde courants

. - =
Comme nous venons de le signaler, on prendra|p =0et j = 0 |

Dans ce cas les équations de Maxwell s’écrivent :

Nom ‘ équation ‘
Maxwell-Gauss (M-G) div E =0
Maxwell-Thomson (M-T) div B =0

S E_ 2B

Maxwell-Faraday (M-F)

oF
Maxwell-Ampere (M-A) r’o?f § = €0 lo T

TABLE 17.2 — Equations de Maxwell en dehors de sources
Le souci ici, c’est que les équations de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampere sont couplées : elles font

intervenir a la fois ﬁ et ? Nous allons établir des équations aux dérivées partielles faisant intervenir
uniquement E ou

m Equation de propagation (rappels)

Comme déja vu dans un chapitre précédent, on utilise la relation :

— — . =
rot rot = graddiv — A

m Pour le champ électrique

— -
Calculons 7ot rot ﬁ = grad div E - A E :

e D’une part, comme div f =0,ona:

rotrol E = graddiv E — X E
— _RE
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17.3 Equation de propagation (rappels) 97

e D’autre part, I’équation de Maxwell-Faraday permet d’écrire :

i ﬁm(%)

()

Les variables d’espace x, y et z sont indépendantes de la variable de temps ¢, ce qui permet de
commuter les dérivées spatiale et temporelle. La combinaison avec 1’équation de Maxwell-Ampere
donne alors :

rolrol £ =~ (iol B)

02 F

= —€&o Mo R

L’équation de propagation pour le champ électrique s’écrit alors :

= 0 E
AE*EOHOWZW

m Pour le champ magnétique

— —
Calculons rof 7ot § = grad div ﬁ - A § :

e D’une part, comme div § =0,ona:

robrol B = graddiv B — X B

- KB

e D’autre part, I’équation de Maxwell-Ampere permet d’écrire :

S B (M@>

ot
it (2E
= &0 Mo TO 5

Les variables d’espace x, y et z sont indépendantes de la variable de temps ¢, ce qui permet de
commuter les dérivées spatiale et temporelle. La combinaison avec I’équation de Maxwell-Faraday
donne :

7"?)157"—01)5 ﬁié‘oﬂog(@ﬁ)

02 B

= —CoHo 92

L’équation de propagation pour le champ magnétique s’écrit alors :

= 0 B
Agfé“o,uowiﬁ

m Equation de d’Alembert

Les champs électrique et magnétique satisfont, dans le vide, en I’absence de charges et de courants, a
I’équation de d’ Alembert tridimensionnelle :
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98 PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

C’est une équation rencontrée fréquemment dans le domaine de la physique : électromagnétisme (ondes
électromagnétiques), mécanique (cordes vibrantes), acoustique (tuyaux sonores), mécanique des fluides
(phénomene de houle), électricité (lignes électriques), thermodynamique (transferts thermiques), .. .

Lorsque, comme c’est le cas ici, XZ est un vecteur, le laplacien est également vectoriel. Si XZ est remplacé
par X scalaire, le laplacien est également scalaire.

v est la vitesse de 1’onde.

Iciv=c=

est également appelée célérité de la lumiere dans le vide.

1
V€0 Mo

Structure de I'onde plane progressive monochro-

matique

m Solution générale

On montre que la solution générale de cette équation, par exemple pour le champ électrique f, s’écrit :

3 By (1- )

()

Les E(ﬁ) sont des fonctions vectorielles a priori quelconques et la somme porte sur toutes les directions
de I’espace.

On va en fait s’intéresser a une seule direction de propagation, donc a une onde plane.

m Onde plane

On se limite ici a une seule direction définie par . La solution est alors de la forme :

c

Si le systeme d’axes n’est pas 1rnp0se on peut par exemple choisir Ou = Oz et on a, en coordonnées
onl
cartésiennes 7 = OM = ez +y ey +z ez et = e_z>, ce qui donne :

E?t:ﬁ( )+ﬁ’(t+§)

Onde plane

On dit qu’une onde, décrite par la fonction F, est plane si, a chaque instant, cette fonction F' a la méme
valeur en tout point d’un plan perpendiculaire & une direction fixe définie par un vecteur unitaire, ¢’est-
a-dire, si F' ne dépend que d’une seule coordonnée d’espace, z par exemple.

—~(Surface d'onde}

On appelle surfaces d’onde les surfaces pour lesquelles ’onde a la méme phase & un instant donné ¢
quelconque.
La phase est alors définie de fagcon générale par :

%
o=wt—k -7+

- N
Le vecteur d’onde k est normal a ces surfaces.

Pour une onde plane, les surfaces d’onde sont des plans perpendiculaires a la direction de propagation.
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17.4 Structure de I'onde plane progressive monochromatique 99

m Onde plane progressive
m Description

Une onde plane peut étre considérée comme la superposition de deux ondes planes se propageant dans la
méme direction, mais en sens opposés. Chacune de ces deux ondes est appelée onde plane progressive :
elles se propagent chacune dans une seule direction et un seul sens.

E(7, )= E (t— f)

c

Une fonction F' décrivant I’onde plane progressive a méme valeur dans un plan z = z; observé a I’instant
t1 et dans un plan z = z; observé a I’instant ¢4 a condition que :

Z1 Z2
th— — =1ty — —
c c

Soit :

zZ9 — 21 :C(t27t1)

Ainsi, si on connait la fonction en tout point a I’instant ¢;, sa valeur en tout point a I’instant ¢5 s’obtient en
effectuant une translation de zo — 21 = ¢ (t2 — t1). Ceci revient a dire que le phénomeéne s’est propagé en
bloc le long de I’axe Oz.

La dépendance en t — — (ou z — ct) traduit une onde plane se propageant suivant I’axe Oz positif a la

vitesse (ou célérité) c :

Y

1t clta—t1) _t

O >
| | |
T T T

1 2 3 4 5 6 27 8 9

Y

So—>
|

FIGURE 17.1 — Propagation d’un signal

Si I’on consideére un signal comme un paquet d’ondes, c’est-a-dire formée d’une infinité d’ondes, une onde
plane progressive correspond donc a une composante élémentaire d’un paquet d’ondes. C’est ce que I’ on fait
en électronique par exemple lorsque 1’on considere un signal formé d’une infinité de signaux sinusoidaux
(cf. décomposition en série de Fourier) : le signal est en fait la superposition de signaux harmoniques.

m Validité du modéle de I’onde plane
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100 PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

Grande
distance

FIGURE 17.2 — Modele de I’onde plane

Les surfaces d’onde peuvent tre assimilées, loin de la source, a des plans.

Le modele de I’onde plane est donc valide a grande distance des sources.

m Structure imposée al’onde plane progressive par les équations de Maxwell

e Larelation de Maxwell-Gauss div E = 0, dans le cas ou I’onde plane progressive (O P P) se propage
dans la direction Oz, se réduit a :
oF,
=0
0z

Ce qui donne | E, = C' (dépendant éventuellement du temps) |

Or, dans ce chapitre sur la propagation des ondes électromagnétiques, nous nous intéressons unique-
ment a des champs qui dépendent a la fois de I’espace et du temps. On obtient donc finalement :

E.=0

Cela signifie que le champ électrique E est transversal.

e De méme, la relation de Maxwell-Thomson div ﬁ = 0 permet d’obtenir :

B, =0

Ainsi, le champ magnétique § est également transversal.
08
e La relation de Maxwell-Faraday s’écrit : r_oz>f E T

Notons 77 le vecteur unitaire de la direction et suivant le sens de la propagation (ici = e_z>). On a
alors, en coordonnées cartésiennes :

d9E, 0E, 9B,
dy 9z Ot
9B, 0E. 0B,
9z oz ot
B, 0B, 0B,
or oy ot

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



17.4 Structure de I'onde plane progressive monochromatique

E, étant nul, le systeme se réduit a :

0E, 0B,
Y

0E, 0B,

0 ot

0E, OE, _  0B.
or oy ot

Z A
Posons alors uw = t — —. Cela entraine :
c

ou 1 . ou 1
— = —— et — =
0z c ot

Avec B, = 0, on obtient :

1dE, dB,
¢ du  du
1dE,  dB,
c du du
dE, dE,
du  du

iE

Calculons 7 A —— :
du

Les constantes étant prises égales a 0, on obtient la
relation, valable pour une onde plane progres-
sive :

¢ B

Les vecteurs (7, B, 3) forment un triedre di-
rect.

|
5 _7A _

FIGURE 17.3 — Triedre direct

m Onde plane progressive monochromatique
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102 PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

!

Onde monochromatiaue |

Une onde plane progressive est monochromatique (ou harmonique) si la fonction qui la décrit est une

. . . Z
fonction sinusoidale de ¢ — —.
@

Grace a la décomposition de Fourier, on peut alors décomposer chacune des fonctions précédentes en
somme de fonctions sinusoidales, par exemple :

E(?, t) = ﬁo cos (t - E)

C
ou
E(7,t) = Eosin (t - f)
C
R emaraue

. z
On pourra, a la place de t — —, prendre z — ct ou encore comme on le verra plus tard, wt — k z ou
c

leur opposé.

Le champ étudié étant sinusoidal, on peut alors considérer la fonction complexe :
) z
E(?, t) = K exp [z (t — —)}
c
et considérer le champ électrique comme la solution réelle de 1’expression précédente :
z
E(?, t) = E cos (t - —)
c
En pratique, on utilise souvent :

E(M) = fo Ccos [wt7?~7>}

— w
avec k =k etk = —.
c

— L « . s

k est appelé vecteur d’onde. Ce vecteur est colinéaire et de méme sens que 7 - il est donc dirigé dans le
sens de la propagation de 1’onde.

w est la pulsation de 1’onde.

m Equation de dispersion

En prenant par exemple :
E(M) = fo cos [wt - ? . ?]

La dérivée seconde par rapport au temps de E s’écrit :

°F 9 2
W:—w Em:os(wt—?-?)z—w E

De la méme facon, le laplacien, qui est une dérivée seconde par rapport a I’espace s’écrit :

Z)E:—kQ Eocos (wt—?-?):—kz2 E
2 FE

ot2

- . . . — P
En utilisant I’équation de propagation A E — €0 o = 0, on en déduit :

2
—k2+w—2=0
C

_>
Soit, avec k% = || k|2 = k2 + k:§ + k2

2

N R &
C

Cette relation de dispersion est valable dans le vide.
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17.4 Structure de I'onde plane progressive monochromatique 103

m Double périodicité

Dans le cas ou I’onde électromagnétique se propage suivant I’axe Oz dans le sens des z croissants, le champ
électrique peut s’écrire indifféremment :

i
ﬁ(?, t) = ﬁo cos (wt —kz) ou ﬁo cos (kz—wt) ’i\
Dans les 2 cas, on voit apparaitre une double périodicité :
e Une périodicité temporelle :
Pour z fixé, le champ est périodique de période temporelle :
=27
w
e Une périodicité spatiale :
Pour ¢ fixé, le champ est périodique de période spatiale :
2m
A= —
k
- w 27
En utilisant k = — etw = —, ona:
c T
2 2
)\ — —ﬂ- = —Trc = CT
k w
On peut également introduire la fréquence v ou F':
TR TT
c est la vitesse ou célérité de 1’onde électromagnétique.
Les unités
T s’exprime en s, w en rad.s" ', vouFen Hzous ', Aenmetkenm !
Quelques ordres de grandeur de fréquence et longueur d’onde pour les ondes électromagnétiques :
(& Longueurs d’onde croissantes vers la gauche)
A(m) . 3 0,76.107  0,40.1077 T
o : —10 | S — 0
10% 102 10° 1 1072 1074 1079 107° 10710 | 1072
[ [ 1 [ [
ondes radio \: :l infrarouge \: ! ggltraviolgtl 'rayons y
I I =] I I
I I %I I I
| | = | |
I q [ 1 [ X [ §§E
I - I Il [ rayons [
icro-ondeg | Y > }"\
| | 1a 11 1a | |
| | 3,75.10" || 7,50.01 |
I ! ! | ! | ! \\I I/ | ! | ! i/ (HZ)
T I I 3 100 I 3 1011 I I I I 3 1019 I el
10* 10° 10® U100 T 10'2 10t 106 0% 77T 10%

FIGURE 17.4 — Fréquences et longueurs d’onde des ondes électromagnétiques

ou bien, avec une autre représentation :
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104 PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

Fréquence  Longueur

(Hz) d’onde (m)
A
Domaines Applications
10%' 1 10-124 Rayons y Radioactivité
1 + médecine : radiographies
181 R X . ~ -
10 10-9+ ayons Industrie : contrdle des bagages dans le transport aérien
T 1 Ultraviolet stérilisation
1121‘51 : 05+ Lumiére visible
T température des surfaces terrestres
+ Infrarouge Pl .
1 et océaniques, ainsi que celle des nuages
1024
1 10721 Micro-ondes télédection, systemes radar
49 T
o 14 UHF Radars
T+ VHF TV Radio FM
108 i . - . .
1 103 + Ondes hertziennes transmission de 1’information
10°1
10° 1
Y

FIGURE 17.5 — Fréquences et longueurs d’onde des ondes électromagnétiques

(& Longueurs d’onde croissantes vers la droite)

Les couleurs du visible se situent environ entre 400 nm et 760 nm (soit entre 0,400 et 0,760 pum) :
| | | |

350

| | | | Ry
T T T T T T T T A

400 450 500 550 600 650 700 750 Anm

FIGURE 17.6 — Longueurs d’onde du visible

m Vitesse de phase

La phase d’une onde électromagnétique est égale au terme w ¢t — k z éventuellement additionné d’une fonc-
tion de phase 1/ :

p=wt—kz+U

2 points voisins ont méme phase si la variation de phase dy est nulle entre ces deux points :
dp=wdt —kdz=0

On en déduit alors la vitesse de propagation de la phase dans le vide, appelée vitesse de phase :

_dz w

YT w T k&
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17.4 Structure de I'onde plane progressive monochromatique 105

m Représentation complexe

Considérons par exemple une onde électromagnétique plane progressive monochromatique se propageant
suivant I’axe Oz croissant.

Le champ électrique E étant transversal, il s’écrit alors dans le cas le plus général : ?5

E, = FEy, cos (wt—kz+,)
E E, = Ey, cos (wt—Fkz+1y)
E, =0

ol 9, et v, représentent respectivement les fonctions de phase des composantes de ﬁ suivant x et y.

On peut alors écrire le champ électrique sous la forme :

E, =TRe(Fosexp[i (wt—kz+1.)])

ElE

y = Re(Eopy exp [i (wt—Fkz+1y)])
E, =0

En posant :

ﬁ = Eo, exp (i) &5 + Eoy exp (ivy) ¢
On a alors :

E = Re (E exp [i (wt — kzz)])
Le champ électrique peut ainsi s’exprimer par :

ﬁ — Re (E) = Re (@ exp [i (wt—kz)])

R.emarque

o . . -
Dans le cas général d’une onde plane progressive monochromatique de vecteur d’onde k& = k 7, on
peut écrire :

E =TRe (E)

E:Eexp [z (wtf?o7ﬂ

L’avantage de cette notation complexe est que 1’on exprime alors les opérateurs de fagon trés simple car
g . ? =
— =iwetV =—i k.

ot
En effet :
div BE=—ik B
vl E=—ikAE §§!
RE=-E 7~
0E . 3

Q
=

= Activité 17.1
Ecrire les équations de Maxwell dans une région sans charge ni courant en utilisant I’opérateur V = —i k.
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106 PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

Equations Avec ?

Maxwell-Gauss (M-G)

Egg Maxwell-Thomson (M-T)
X

Maxwell-Faraday (M-F)

Maxwell-Ampere (M-A)

TABLE 17.3 — Equations de Maxwell : opérateur nabla

RN e . . . % 9 % b
Les deux premieres équations indiquent que & et E d’une part, et k£ et E d’autre part, sont orthogonaux :
les champs électrique _E et magnétique E sont transversaux.

De plus, I’équation de Maxwell-Faraday donne :

NE=B

€=

. —
Soit, avec k£ = o

ol

s

0
Il
o ‘ >
=0

1
A

pour une onde plane progressive monochromatique mais cette formule est généralisable au cas des ondes
planes progressives.
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17.4 Structure de I'onde plane progressive monochromatique 107
Remaraque trés importante
Si les champs sont exprimés en fonction de k z — wt (et non en fonction de wt — k 2), alors :
- 0
YV =ik et o = —iw
On obtient dans ce cas :
_>
divE=ik-E
ﬁ
vt E=ikAE
_>
ANE=_kE
°F __, 3
ot -
Dans ce cas, les équations de Maxwell donnent :
Equations Avec ?
Maxwell-Gauss (M-G) div E =0 ik -EBE=0
%
Maxwell-Thomson (M-T) div B =0 ik-B=0
0 § —
Maxwell-Faraday (M-F) | 7ot E — -5 iKAB=iwB
< =B OF A B . 7
Maxwell-Ampere (M-A) rot = €0 o T kN B=—icguow_E
On obtient évidemment les mémes résultats !
Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI
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tiques

Enoncés

108
m Exercices : Propagation des ondes électromagné-

» Exercice 17.1 : Puissance moyenne transportée par une onde

Une onde électromagnétique plane monochromatique se propage suivant I’axe Oz. Les expressions des
composantes du champ électrique sont :

E, =EFEy cos(kz—wt+11)
E E, =Ey, cos(kz—wt+1o)
E., =0

1. Calculer les composantes du champ magnétique puis le vecteur du Poynting.

2. Calculer la puissance moyenne traversant un élément de surface S disposé normalement a la direction
de propagation.

» Exercice 17.2 : Vecteur de Poynting complexe

Une onde électromagnétique plane monochromatique se propage suivant I’axe Oz. Les expressions des
composantes du champ électrique sont :

E, =Ey.cos(kz—wt+1)
ElE

y = Eoycos(kz—wt+1)2)
E. =0

Cette onde électromagnétique est définie par ses champs E et § représentés en notation complexe.

1

On définit le vecteur de Poynting complexe par : ﬁ = CT™ E A §* ol E est la quantité complexe
Ho

conjuguée de E

1. Justifier le fait que 1’onde soit plane, progressive et monochromatique.

2. Calculer ﬁ pour I’onde plane progressive considérée dans I’exercice précédent.

3. Montrer que la valeur moyenne de la puissance électromagnétique traversant une surface S disposée
normalement a la direction de propagation est donnée par g -Re (

» Exercice 17.3 : Structure d’une onde plane progressive

L’espace est rapporté a un triedre orthonormé direct Ozyz et on désigne par 24 e_y> et e; les vecteurs

unitaires des axes. On se place dans le vide en I’absence de toute charge et de tout courant.

1
On donne g = %.10*9 Fm Yetpuy=4n10""Hm L

1. Ecrire les équations de Maxwell et en déduire les équations aux dérivées partielles auxquelles obéissent
les champs électrique E et magnétique § (équations de propagation).

2. On suppose que les champs de vecteurs cherchés ne dépendent que de la coordonnée z, hypothese
d’onde plane.

(a) e Ecrire I'équation aux dérivées partielles 2 laquelle obéit E

e La solution de I’équation scalaire correspondante est la somme de deux termes; donner
leurs expressions et montrer qu’ils correspondent a deux ondes progressives se propageant
en sens contraires.
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17.5 Exercices : Propagation des ondes électromagnétiques 109

e Calculer la vitesse c de propagation de ces ondes.
(b) On considere une de ces ondes progressives.

e Montrer qu’elle est transversale.

— —
e Montrer que B et § sont orthogonaux et que le triedre E § k est direct (k estle
vecteur d’onde). ]
E’
H

(c) On suppose que E de varie suivant la loi : y‘\

E = Ey e cos [% (z — ct)]

Montrer que ﬁ peut s’écrire :
B = By €, cos [ﬂ (z — ct)}
c

Trouver une relation entre g, 1o, Fo et Bp.

(d) Application numérique : N = 10'° Hz; Eq = 10° V.m ™.
Calculer By, le vecteur d’onde k ainsi que la longueur d’onde .

» Exercice 17.4 : Corde vibrante

. .. dm . . .
Une corde sans raideur de masse linéique u = v est soumise a une tension 7' constante. Dans ces condi-

tions, elle coincide parfaitement avec 1’axe horizontal Oz (la tension est supposée assez importante pour
que le poids soit négligeable). On se propose de déterminer 1I’équation de propagation d’un ébranlement le
long de cette corde, ébranlement caractérisé par la déformation y qui est fonction de z et de ¢t.

Y

FIGURE 17.7 — Corde vibrante

Isoler par la pensée un petit élément de longueur d¢ de la corde et faire un inventaire des forces.

Ecrire le principe fondamental de la dynamique projeté sur Oy en supposant que le poids est négligeable et
d

qu’a chaque instant '_y < 1.

dx

En déduire I’équation des cordes vibrantes :

Py p Py _
8$2 TO (’)t2 N
Conclure.

Hi
]
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POLARISATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

P18

zﬁg
A
o [
Polarisation des ondes
, sy
¢lectromagneétiques
m Compétences du chapitre
Notions et contenus Capacités exigibles
Onde plane progressive monochro-
matique polarisée rectilignement. e Expliquer le caractere idéal du modele de ’onde plane
monochromatique.
e Citer les domaines du spectre des ondes électromagné-
tiques et leur associer des applications.
Exemples d’états de polarisation
d’une onde plane progressive et e Reconnaitre I’expression d’une onde plane polarisée rec-
moQ?ChrOI;ailq}le : polarisation tilignement.
rectiligne. Polariseurs.
g o Mettre en évidence une polarisation rectiligne.
iH
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18.2 Onde plane progressive monochromatique : rappels 111

m Onde plane progressive monochromatique : rap-
pels

Les champs électrique et magnétique sont transversaux : ils sont tous les deux perpendiculaires a la direction
de propagation.

Soit 77 vecteur unitaire dirigé dans la direction de propagation suivant le sens de cette propagation. A
Le vecteur d’onde est défini par ? =k7.0Ona:

B_TA
o C

Les champs électrique et magnétique sont également orthogonaux entre eux et le triedre formé par (ﬁ, E, ﬁ)
est direct.

Considérons par exemple une onde électromagnétique plane progressive monochromatique se propageant
suivant I’axe Oz croissant.

Le champ électrique s’écrit alors dans le cas le plus général :

E, =FEy cos (wt—kz+ o)
E, =Ey cos (wt—kz+qy)
E, =0

ol ¢, et ¢, représentent respectivement les fonctions de phase des composantes de E suivant x et y.

{\V

7
m Les différents états de polarisation
m Polarisation elliptique

Pour décrire le champ électrique E, il est commode de se placer dans un plan a z fixé. Nous prendrons par ’,&

Y

exemple z = 0 pour la suite. On décrit alors I’évolution du vecteur ﬁ dans ce plan : cela correspond a une
projection du champ sur le plan z = 0.

Ainsi, pour z = 0:

E, =Ey cos (wt+ o)
E, = Ey, cos (wt+ @)
E. =0
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x
A
EOx
On s’apergoit que E, est compris entre —Fy, et /
+Fog.
De méme, E, est compris entre —FEo,, et + Ej,. Y Eoy
Lextrémité du vecteur ﬁ décrit ainsi une courbe 0
comprise dans un rectangle de cotés 2 Fy,, et 2 Ey,,.
Dans le cas général, cette courbe est une ellipse (cf.
ci-contre). /

FIGURE 18.1 — Polarisation elliptique

m Polarisation circulaire

T
A

EOx

Dans le cas trés particulier ou Ey, = Ey, = Ey, le E

champ est compris dans un carré de coté 2 E et si de y( 0y

™ .

plus, @, = @y, = 5 les maxima de E sont sur les axes 0

rety.

On parle alors de polarisation circulaire :

FIGURE 18.2 — Polarisation circulaire

m Polarisation rectiligne
m Description a - fixé

Fixons toujours z = 0.

e Dans le cas ou les deux fonctions de phase ¢, et ¢, sont égales (prises par exemple a ), on a :

E, = Ey, cos (wt+ p)
E, = Ey, cos (wt+¢)
E, =0
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18.3 Les différents états de polarisation 113

x
A
Ainsi, quelque soit I’instant £, on a :
EO:c
B Bo _ce_,
Y EOy §:
ou encore : <
E,=aFE,
En projection sur le plan z = 0, la courbe décrite
par I'extrémité du vecteur E est un segment, de
pente positive compris toujours dans le rectangle
de cOtés 2 Ey,, et 2 Ep,.
FIGURE 18.3 — Polarisation rectiligne avec ¢ = 0
e Dans le cas ou les deux fonctions de phase ¢, et ¢, sont déphasées de &=, on a par exemple :
E, = Ey, cos (wt+ p)
E, =Ey, cos (wt+e+m) = —Eycos(wt+ )
E, =0
T
A
Ainsi, quelque soit I’instant ¢, on a :
EO:U
& :—EOI :Ct(i: —a
By Eoy
ou encore : Y Eoy
0
E,=—aky
En projection sur le plan z = 0, la courbe décrite
par 'extrémité du vecteur E est un segment, de
pente négative cette fois, compris toujours dans le
rectangle de cotés 2 Ey,. et 2 Ey,,.
FIGURE 18.4 — Polarisation rectiligne avec ¢ = 0
m Description a un instant ¢ fixé
i
K
On peut également étudier le champ électromagnétique a un instant ¢ fixé.

Ainsi, pour une polarisation rectiligne, le champ électromagnétique peut étre visualisé de la facon suivante :
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FIGURE 18.5 — Polarisation rectiligne

m Aspect énergétique

Pour une onde plane progressive, la densité volumique d’énergie électromagnétique ey, (0U We,y,) vaut :

€0E2 32
Wem = We + Wy, = ——— + ——
2 2 1o

%
Comme §: L

, cela implique :

E
B= ~ = Veolo E
Ainsi, on obtient :

€0 E2 9N E2 9
em = =co 0
w 5 + 5 €0

Les deux termes (densités d’énergies électrique et magnétique) sont égaux.

Le vecteur de Poynting est défini par :

&_EANB
Ho

Avec le double produit vectoriel :
IA(TAT)=(@- DT - (T-7)7
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18.5 Polarisation de la lumiére 115

On obtient : A

Ho
Le vecteur de Poynting est dirigé dans la direction et suivant le sens de la propagation de 1’onde plane.

Pour déterminer 1’expression du vecteur de Poynting, il faut que les vecteurs E et § soient en
notation réelle.

Calculons le flux du vecteur de Poynting a travers une surface d’aire S perpendiculaire a g

/
Ce flux étant égal a1’énergie 6 W, traversant S pendant la durée <
dt, on peut écrire : dh = cdt

E2
P:// 072 =||0)|S= —8=cocE?S : S -
(8) Ho ¢ (1 <}—>

Wem = Pdt =eoc E*>Sdt = Wem, S cdt

Le terme S ¢ dt correspond au volume élémentaire constitué par un cylindre de base .S et de hauteur
dh = cdt.

O0Wem représente donc 1’énergie contenue dans ce cylindre.

Ceci montre que I’énergie s’est propagée a la vitesse :

_dh _
Vg = dt =C
R.emaraue

Dans la pratique, étant données les fréquences des ondes électromagnétiques, on ne peut que mesurer
des puissances moyennes dans le temps.
Quelques valeurs moyennes :

e la valeur moyenne d’un terme en sin ou en cos est nulle,
. 1 .
e la valeur moyenne d’un terme en sin? ou en cos? est égale 2 3 (facilement démontrable par
linéarisation)
e la valeur moyenne du produit sin - cos est nulle.

e /\ la valeur moyenne d’une somme est égale a la somme des valeurs moyennes mais la valeur
moyenne d’un produit n’est pas égale au produit des valeurs moyennes !

La lumiére naturelle

m Polarisation de la lumiere ~

En regle générale, la lumiere naturelle, par exemple celle émise par notre chere étoile nommée "Soleil",
n’est pas polarisée.

Méme a la sortie d’un filtre coloré permettant d’isoler une certaine gamme de fréquences (ou de longueurs
d’onde), cette lumiere n’a aucune raison d’€étre polarisée.
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Polariseur

Un polariseur est un systeme optique (considéré comme plan) qui possede une direction privilégiée :
celle-ci s’appelle 1’axe de transmission ou de polarisation.

Un tel polariseur laisse passer la lumiere polarisée parallelement a cet axe et arréte la lumiere polarisée
perpendiculairement.

Ainsi, la lumiere qui sort d’un polariseur est polarisée rectilignement, parallelement a la direction de 1’axe
de transmission du polariseur, ceci quelle que soit la nature de la lumiere incidente :

1T\ //
// lf”

FIGURE 18.6 — Polarisation de la lumiére naturelle

On peut effectuer une analogie avec les cordes vibrantes :
Imaginons une corde tendue horizontalement. Si on en agite une extrémité de haut en bas dans un plan
vertical, la corde se déforme et 1I’ébranlement se propage tout en restant dans le plan vertical. On fabrique
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18.5 Polarisation de la lumiéere 117

ainsi une onde polarisée rectilignement (ou linéairement). Ce plan vertical s’appelle le plan de vibration.

Les polariseurs les plus courants sont formés de lames dites "Polaroid", (inventés par Land en 1938) ne
laissant passer, de la vibration lumineuse que la composante parallele a une certaine direction privilégiée
de la lame, dite direction de polarisation (perpendiculaire a 1’aiguille indicatrice). Cette polarisation recti-
ligne est produite par dichroisme : une substance dichroique absorbe de maniere tres inégale les vibrations
lumineuses selon leur direction.

R.emarque

Le phénomene de dichroisme dépend un peu de la longueur d’onde.

Propriété

Si la lumiere est polarisée rectilignement selon la direction perpendiculaire a 1’axe de transmission,
aucune lumiere ne sort du polariseur : on parle d’extinction.

Cette propriété sert lorsqu’on souhaite mettre en évidence la polarisation rectiligne d’un signal lumineux.

m Effet d’un polariseur
%

Le polariseur projette le champ électrique suivant son axe e,’, et éteint la composante perpendiculaire
(suivant e,").

Si le champ électrique précédent a pour composantes suivant ey et e_; :

Si I’axe ZZ’ du polariseur fait un angle § = ( ZZ, e_g’) avec le vecteur e_;, le champ électrique de 1I’onde

apres passage a travers le polariseur a pour composantes suivant e’ et e_y>’ :

Ey(t) = E;(t)cos0+ E,(t)sind
Ey(t) = 0
Loi de Malus

Apres un analyseur qui fait un angle 6 avec une polarisation rectiligne, I’intensité est multipliée par
2
cos“ 0 :

Ip =1y cos? 6

Les unités

L’intensité lumineuse est exprimée en candelas (cd).

= Activité 18.1

Déterminer 1’ orientation relative de deux polariseurs pour qu’une lumiere naturelle soit transmise avec une
intensité réduite de moitié entre 1’entrée du deuxiéme polariseur et sa sortie.
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POLARISATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

tiques

Enoncés

118
m Exercices : Polarisation des ondes électromagné-

» Exercice 18.1 : Onde plane progressive ?

On consideére une onde électromagnétique dont le champ électrique complexe en coordonnées cartésiennes
vaut :

E(M#t) = Eyexpli(wt —alz +y)] (e — &)

FEy, a et w sont des constantes positives.
1. Dans quelle direction se propage cette onde ? Est-elle plane ? Progressive ? Stationnaire ?
. Définir les surfaces d’onde.
. Déterminer la vitesse de phase v, de ’onde en fonction de w et de a.
. Déterminer I’expression du champ magnétique sous forme complexe E
. Décrire I’état de polarisation de 1’onde.

. Déterminer I’expression de la densité volumique de charge p.

N N L AW

. L’onde se propage dans le vide en 1’absence de charge et de courant.
(a) Etablir la relation de propagation pour E
(b) Etablir ensuite la relation de dispersion.
(¢) En déduire une relation entre o, w et c.

8. (a) Déterminer I’expression du vecteur de Poynting ﬁ

(b) En déduire la puissance moyenne traversant une surface perpendiculaire a la direction de pro-
pagation de I’onde.

(c) Commenter la direction de propagation de 1’énergie.
(d) Calculer la densité volumique d’énergie électromagnétique moyenne.

(e) Calculer la vitesse de propagation v, de I’énergie.

» Exercice 18.2 : Superposition de deux OPPM

On considere deux ondes planes progressives monochromatiques (OPPM) se propageant dans le vide pour
lesquelles le champ électrique vaut Ejy. Elles ont méme pulsation w et se propagent respectivement dans les

. . . . Q
directions Ouy et Ousg avec 71 =sina e_g + cos « e_z> et 72 = —sina Zc) + cos « e_z>, o€ [0, 5}

1. Exprimer les deux vecteurs d’onde k1 et k o ainsi que leur norme.

2. Les deux champs électriques sont colinéaires a e_y> et en phase dans le plan x = 0. Exprimer les deux
champs électriques sous forme complexe.

. Calculer le champ électrique total sous forme réelle.
. Quelles sont les propriétés de I’onde obtenue ?
. Calculer la vitesse de phase de I’onde.

. Calculer le champ magnétique total de I’onde.

~N N L B~ W

. Calculer le vecteur de Poynting ainsi que la puissance moyenne traversant une surface perpendiculaire
a celui-ci.
8. Quelle est la puissance moyenne dans les autres directions ?

9. Calculer la valeur moyenne dans le temps et dans I’espace de la densité volumique d’énergie électro-
magnétique (Wep, ).

10. En déduire la vitesse v, de propagation de 1’énergie.
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P19

Réflexion d’une onde sur un métal

parfait

m Compétences du chapitre

Notions et contenus

Capacités exigibles

Réflexion sous incidence normale
d’une onde plane, progressive et
monochromatique polarisée rectili-
gnement sur un plan conducteur
parfait. Onde stationnaire.

e Exploiter la nullité des champs dans un métal parfait.

e Etablir I’expression de 1’onde réfléchie en exploitant les
relations de passage fournies.

e Interpréter qualitativement la présence de courants locali-
sés en surface.

e Reconnaitre et caractériser une onde stationnaire.

Applications aux cavités a une di-
mension.
Mode d’onde stationnaire.

o Mettre en cevre un dispositif permettant d’étudier une onde
électromagnétique, dans le domaine des ondes centimé-
triques.
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m Relations de passage

Ces relations de passage sont également appelées conditions aux limites.

( )

& Le champ électromagnétique créé par une distribution volumique de charges et de courants est
continu. Si I’on décrit la distribution par un modele surfacique (distribution surfacique de charges et
de courants), le champ électromagnétique peut subir une discontinuité a la traversée de la distribution.
On ne peut pas écrire les équations de Maxwell en un point d’une telle distribution surfacique de
sources. Ces équations de Maxwell sont alors remplacées par les relations de passage.

\_ /

Considérons une surface chargée de densité surfacique o, séparant deux milieux (1) et (2). Notons n1s le
vecteur unitaire normal a I’interface et dirigé du milieu 1 vers le milieu 2.

m Pour le champ électrique

m Discontinuité de la composante normale du champ électrique

Les composantes normales de ﬁl et de ﬁg, notées L1, et Iy, sont liées par la relation :

g
By — By = —
€0

Il peut donc y avoir discontinuité de la composante normale du champ électrique.

FE; représente donc le champ électrique créé dans le milieu k, en un point trés proche de la surface de
séparation et on a également :

— —
EQN = ﬁg *N12 et EIN = ﬁl “N12

m Continuité de la composante tangentielle du champ électrique

Les composantes tangentielles de ﬁl etde ﬁg, notées E,. et Es,. sont liées par la relation :
Es, = FE1,

avece |

E2T= Eg? et EIT: il?

m Relation vectorielle

Vectoriellement, on obtient :

— — O'_>
Ey —E1 = —ny3
€0

Il peut donc y avoir discontinuité de la
composante normale du champ électrique,
par exemple comme ci-contre.

FIGURE 19.1 — Relations de passage : champ électrique
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m Pour le champ magnétique

4 .. -
Considérons une nappe parcourue par un vecteur densité de courant j.

m Continuité de la composante normale

Considérons toujours une surface chargée de densité surfacique o, séparant deux milieux (1) et (2). Les

composantes normales de 5 et de ?2, notées By, et By, sont liées par la relation :

(Bs— By) - iigs = 0

soit :
By, — B1, =0
avec :
Bs, = Bs -t} et Biy= Bp-i

La composante normale du champ magnétique est continue a la traversée d’une surface chargée.

m Discontinuité de la composante tangentielle

A Iinverse, la composante tangentielle du champ magnétique peut étre discontinue de part et d’autre d’une
interface entre 2 milieux :

Byr — Biy = po Js
avec :

BQT: ?2? et BlT: ?1?

m Relation vectorielle

Vectoriellement, on obtient :

- = —
By — By = o js Nith

Avec By le champ magnétique crée dans
le milieu k, en un point treés proche de la
surface de séparation.

FIGURE 19.2 — Relations de passage : champ magnétique
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m Réflexion d’une onde : approche qualitative

Lors de la réflexion des ondes centimétriques (cf.

séance de travaux pratiques), on peut observer le phé-

@ nomene suivant : I’onde incidente induit une onde ré-
fléchie par le plan métallique.

cmetteur Supposons que I’onde incidente progressive et de fré-

quence v = P provientde larégion x < 0 assimilée
ﬂ'

au vide (@) et arrive en © = 0 sur un métal (@) as-
similé au demi-espace x > 0.
Le champ pénetre dans le métal sur une faible épais-
récepteur seur § appelée épaisseur de peau.

rrllétal T

=
Pour simplifier 1’étude, nous supposerons que 1’onde incidente est polarisée rectilignement. En effet, une
onde polarisée de facon quelconque peut toujours étre décrite comme la superposition de deux ondes pola-
risées rectilignement et de directions orthogonales entre elles.
Le champ électrique incident (polarisé par exemple suivant z) met en mouvement les électrons du métal le
long de sa propre direction e2. 11 s’ établit dans le conducteur un régime sinusoidal forcé dans lequel la peau
du conducteur (région a la surface) est assimilable & une nappe de courants (donc surfaciques) de fréquence
v et de direction e_z>.
Les courants sont a I’origine d’une autre onde électromagnétique dite onde réfléchie.
Le champ électromagnétique au voisinage du conducteur (z < 0) est alors la somme des champs corres-

pondant aux ondes incidente et réfléchie.

On considérera également que le métal est parfait.

/-(Cor\ducte_ur Par-pai-t}

On considere qu’un conducteur est parfait quand :
v — 400
Ce qui revient donc a dire :

E=T

a ’intérieur du conducteur parfait.

\
-
. ob . . —
L’équation de Maxwell-Faraday 7"_01>f E - implique que § =0.
. . - . P
§ = 7ot Z implique Z = 0 et comme div ﬁ = ﬁ, on en déduit p = 0.
€0
. — 0 L= =
L’équation de Maxwell-Ampere 7;% § = Uop J + oMo B permet alors d’écrire j = 0.
Toutes ces relations sont vraies a I’intérieur du conducteur parfait.
\.

I_l)ne peut donc rester donc que des charges surfaciques de densité o et des courants surfaciques de densité
Js-
Remaraue

En réalité, le champ pénétre sur une tres faible épaisseur d (toujours 1’épaisseur de peau) et s’annule
au bout de quelques 6.
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m Réflexion normale d’'une onde plane progressive
monochromatique sur un plan conducteur par-

fait

Nous nous intéressons ici a la réflexion normale (en incidence normale) d’une onde plane progressive
monochromatique sur un métal parfait (ou miroir).

m Onde incidente

Considérons une onde incidente caractérisée par un champ électrique incident et un champ magnétique
incident de la forme :

E:Eo cos(wt —kx) e

= Activité 19.1

1. Décrire completement I’onde électromagnétique.

2. Exprimer le champ magnétique correspondant.

m Onde réfléchie

Si le plan z = 0 est un plan métallique parfaitement conducteur, les courants sont engendrés a la surface du
conducteur et possedent la méme fréquence que le champ électrique qui a mis en mouvement les électrons.
Ces courants sont a leur tour la source d’un champ magnétique et donc d’un champ électrique de méme
fréquence v.

On peut voir qu’en x = 0, le champ E vaut :
Ey Ez) cos wt

Or les relations de passage imposent la continuité de la composante tangentielle du champ E, c’est-a-dire :
FEycoswt =0

ce qui n’est pas le cas, bien évidemment, a tout instant ¢.
Il y a donc nécessairement un champ électrique réfléchi tel que :

Ei,T + ET,T = Emélal,T =0
—_—— ~——

Eo Ey

T T

Etant donnée la symétrie du probleme, ce champ réfléchi correspond a une onde plane progressive se pro-
pageant suivant Ox.
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.)
On cherche alors FE,. sous la forme :
H
E, = Eg cos (wt — k' x)
La continuité de la composante tangentielle (ici y et z) du champ électrique impose en x = 0 :

E; E.r=
&%%ili%
Soit,enxz =0 :
Ey e_;costhrEgcoswt:E) vt
Ce qui donne :
ESZ—EO e
et donc :
E)T:fEO cos (wt — k' z) el

Ce champ se propage dans le vide. L’équation de propagation :

_>
RE 1 0%E,
T2 o2

permet d’écrire la relation de dispersion pour le champ réfléchi :

. . w w
Ce qui donne le choix entre k' = — et k' = ——.

c c
La premiere solution donnerait, par superposition, le champ électrique total :
= =
E=E+E =70 W et t

ce qui, évidemment, n’est pas satisfaisant.

w
11 faut donc retenir la deuxieme possibilité k' = ——, ce qui donne finalement :
c
H
E,=—Eycos (wt+kx) e

Le champ réfléchi correspond a une onde plane progressive se propageant dans le sens des x négatifs.
= = =
neNE. k. NE,

— —
On peut alors en déduire le champ électrique B, a I’aide de la relation B, =

avec
c w
— w .
k, = —— e_;. On en déduit :
(&
— E
B, = —=2 cos(wt + kz) e

c

Il n’y a pas d’onde transmise. On obtient donc des ondes planes progressives, se propageant dans des sens
opposés.

m Onde stationnaire
m Champ électromagnétique

En utilisant le théoréme de superposition, on peut déterminer le champ électrique total, et le champ magné-
tique total :

£=E+F
B =B +5
= Activité 19.2

Déterminer les expressions des champs électrique et magnétique dans la région x < 0 et les mettre sous la
forme d’un produit de 2 fonctions, I’'une dépendant de 1’espace, I’autre dépendant du temps.
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Ces champs ne correspondent pas a des ondes progressives.

Signal stati Or\r\air'e)

Un signal décrit par la fonction F' (x, t) est dit stationnaire s’il peut se mettre sous la forme du produit
F (z,t) = E(x) 7 (t), 2 (x) étant une fonction dépendant des variables spatiales (ici x) et 7 (¢) étant
une fonction dépendant de la variable temporelle ¢.

m Caractéristiques de I'onde stationnaire

La structure du champ électromagnétique (?, E) représente donc une onde stationnaire. Cette structure
est tres différente de celle de 1’onde progressive.

En particulier, les champs ? et g ne sont plus en phase, mais en quadrature.
Ces champs s’annulent périodiquement selon x. Les champs vibrent sur place.
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N

//A\“d
N

/[

FIGURE 19.3 — Onde stationnaire

Exprimons le vecteur d’onde & :
2 2
oW _2m 2«
c cT A
? est nul aux points Ng dits nceuds du champ E définis par sin kx = 0 avec x < 0.
Cela donne :

T
x:—nE,nGN

ou encore, en tenant compte de 1’expression de k :

? est maximal aux points Vg dits ventres du champ ﬁ définis par sinkz = £1 avec z < 0.
Cela donne :
2p+1m

- N
- 7 wPE€

ou encore, en tenant compte de 1’expression de k :

A A
=Py

Chaque nceud de g correspond a un ventre de ? et vice-versa.

Le miroir (plan conducteur métallique parfait) est un nceud de champ électrique et un ventre de champ
magnétique.

. A
La distance entre 2 plans nodaux ou ventraux d’un méme champ vaut 5

. I . A
La distance entre 2 plans particuliers consécutifs vaut T
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&, B

®

N | >
] >
=)

\J

8

7;”

FIGURE 19.4 — Plans nodaux et ventraux

m Courant et densité de charges surfaciques

e [a composante normale du champ électrique peut étre discontinue a la traversée d’une interface entre

2 milieux.
Ecrivons la relation de passage en z = 0 entre le vide (z < 0) et le métal (x > 0) en posant
—
N2 = — €y
[}
— — [o NN |
EQ—E1=—7’L12 @I®
€0 —
e
?  Bua= L (2
— Lmétal = — (— ez)
€0
g N ag
. 0= —— — —
SN € 0= o 12 | €y
I
=0 I

e De méme, la composante tangentielle du champ magnétique peut étre discontinue a la traversée d’une
interface.
La relation de passage s’écrit,enx = 0 :

Eﬁ—ﬁzmﬁm—&
g—gmétalzuoz/\(— &)

g*ﬁifﬁtoz/\ er

72% e_y)cos(wt):quZ/\ er

On en déduit :

— E
Js = =0 cos wt e_z>
Mo €

Cela signifie qu’en = 0, le champ incident E et js sont colinéaires et en phase : c’est normal
puisque c’est le champ incident qui met en mouvement les électrons du métal.

m Aspect énergétique
i

En calculant le vecteur de Poynting, on obtient : A

L EAE

Ho

_4E}

Ko c

B | .,

= — sin(2wt) sin (2kz) e,
ko C

sin (wt) cos (wt) sin (kz) cos (kz) e
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128 REFLEXION D’UNE ONDE SUR UN METAL PARFAIT

La moyenne temporelle du vecteur de Poynting est alors :
() = 0 car (sin(2wt)) = 0

Sur une période, il n’y a donc pas de transport d’énergie, en tout point de I’espace occupé par le vide.

De plus, V¢, I’énergie reste confinée entre deux plans nodaux et ventraux consécutifs | distants de Z)

L’onde stationnaire ne transporte pas d’énergie

Dans le volume métallique, la puissance électromagnétique volumique cédée par le champ aux charges
vaut :

?:7-@:0
-

Il n’y a aucune perte par effet Joule dans un conducteur parfait.

Dispositif

m Cavité résonnante

Considérons une cavité vide entre les abscisses © = 0 et x = £ a I’intérieur d’un conducteur, considéré
comme parfait.

Si un émetteur engendre en continu une onde électromagnétique arrivant en incidence normale sur la surface
d’abscisse * = /¢, I’onde est alors entierement réfléchie. Elle se propage alors en sens inverse jusqu’a
I’abscisse x = 0 ou elle se réfléchit a nouveau. Le processus se répete a I’infini et I’onde résultante posséde
alors une structure stationnaire.

N\

Y

\\

FIGURE 19.5 — Cavité résonnante

m Champ électrique

L’onde étant stationnaire et monochromatique, on peut chercher le champ électrique par exemple sous la
forme :

E(w, t) = f(z) sinwt e
On suppose dans ce cas que le régime est sinusoidal forcé a la fréquence v = =5,
L’équation de propagation :

— 12 E —
RE- 55 =T
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19.5 Cavité résonnante 129

permet alors d’écrire, en projection sur el
11 WQ
1 (x) smwt—i—gf(x) sin wt =0
. . w
Soit en simplifiant et en posant k = — :
&

f' (@) + K f (@) =0

= Activité 19.3

1. Donner la forme de la solution.

2. En utilisant les conditions aux limites en x = 0 et en & = ¢, en déduire une condition sur k.

Cela signifie que le champ électrique est quantifié sous la forme :
E . x . —
p(x, t) = Ep sin (pﬂ' Z) sin (wt) el

En tenant compte de w = k ¢, on obtient :

Bp (z, t) = Ep sin (pﬁ%) sin (pﬂc—t) er

L
m Modes propres

On voit que 1’onde stationnaire ne peut exister que si les extrémités de la cavité correspondent a des plans

nodaux de 5 9
En prenant k = YT _ 27 ot en tenant compte de la condition k = M, on obtient :
c T A 4
A
{=p—
)

. L A
En effet, la distance entre deux plans nodaux consécutifs de E vaut —.
On peut représenter la forme de 1’onde, similaire a celle obtenue en premiere année avec la corde de Melde.
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130 REFLEXION D’UNE ONDE SUR UN METAL PARFAIT

p=1 p=3 Q

!E% 0 -
A

& p=2

FIGURE 19.6 — Modes propres

On voit ainsi que le mode p possede p 4+ 1 nceuds et sa fréquence associée vaut :

c pc
Vp=— = —

Ay 2/

On voit ici que dans le cas d’une cavité, sans perte, a 1’intérieur d’un conducteur parfait, si la fréquence de
I’onde émise correspond a une fréquence propre v, alors les différentes ondes réfléchies sont en phase et
I’onde stationnaire donne une énergie infinie !

En réalité, aucun métal n’est parfait et I’onde est en partie absorbée par les parois conductrices de la cavité.
Ainsi, I’énergie reste finie ...

Par ailleurs, si la fréquence de I’onde émise ne correspond pas a une fréquence v, alors les champs élec-
triques des ondes réfléchies sont peu a peu déphasés et la superposition de ces champs donne finalement un
champ électrique nul : on parle d’interférences destructrives.
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19.6 Exercices : Réflexion d’une onde sur un métal parfait 131

Exercices : Réflexion d’une onde sur un métal par-
fait

» Exercice 19.1 : Superposition de deux ondes planes

L’espace est rapporté a un triedre orthonormé direct Ozyz et on désigne par e, aj et e, les vecteurs

unitaires des axes. On considere dans le vide (en 1’absence de toute charge et de tout courant) deux ondes
électromagnétiques O; et Oa, planes, uniformes, polarisées rectilignement, se propageant dans deux direc-
tions Ouy et Oug du plan zOy. Ouy et Oug sont symétriques I’une de 1’autre par rapport a I’axe Ox et on
pose (5;71,5;?2) =20.

. — . . . .
Au point M (OM = 7) de coordonnées (x, y, z), les champs électriques de ces ondes ont respectivement
pour composantes :

Ei,=0 Ey =0
Ei(Mt)| BrLy=0 et Ey(M,t)| B2y =0
g —
ELZ:E()COS((Ut*kl'?) EQyZ:EOCOS(wtka'?)

_ — T
1. (a) Déterminer les composantes du vecteur d’onde k7 et du champ magnétique By de I’onde O;.

— —
(b) Déterminer les composantes du vecteur d’onde ko et du champ magnétique By de I’onde Os.

. . s —
On posera k cosf = a et k sinf = 3 (k étant le module des vecteurs d’onde k; et ko).
2. (a) Calculer les composantes du champ électrique ? résultant de la superposition de O; et Os. Les
mettre sous la forme de produits de deux fonctions périodiques.

(b) Décrire cette onde (planéité, direction et sens de propagation, polarisation, uniformité). Trouver
les surfaces d’égale valeur moyenne (£2), dans le temps, du carré du module du champ & .

(c) La fréquence se trouve dans le domaine visible. L’ ceil étant sensible a (£2), décrire la forme des
zones sombres et lumineuses (franges d’interférences) que 1’on pourrait observer dans un plan
perpendiculaire a Ox et donner I’expression de I’interfrange 7 (distance entre 2 zones sombres
ou lumineuses consécutives) en fonction de € et \. (Quand I’ optique sera vu, on pourra répondre

a la question suivante : citer au moins un dispositif interférentiel classique permettant de faire
interférer des ondes telles que O et O3).

(d) Calculer la vitesse de phase v,,. L’exprimer en fonction de c et de 6. La comparer a c.

3. (a) Calculerles composantes du champ E) de I’onde résultante. Les mettre sous la forme de produits
de deux fonctions périodiques.

(b) Quelle est, en général, la nature de la vibration de ce vecteur ? En quels points cette vibration
est-elle plus particuliere ?

4. (a) Déterminer les composantes du vecteur de Poynting ﬁ

(b) Etudier le transfert d’énergie a travers une portion d’un plan de surface S perpendiculaire a Oz,
puis d’un plan perpendiculaire a Oy.

(c) Calculer la puissance moyenne dans le temps (P) qui traverse un domaine d’aire S, dont les
dimensions sont grandes devant I’interfrange 7, et situé dans un plan perpendiculaire a Oz.

(d) Calculer la valeur moyenne dans le temps et dans 1’espace, de la densité d’énergie (We,,, ). Quelle
doit étre la vitesse de propagation vg de I’énergie pour que la puissance (P) ait bien la valeur
calculée ?

(e) Quelle relation trouve-t-on entre vg et vy, ?
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132 REFLEXION D’UNE ONDE SUR UN METAL PARFAIT

» Exercice 19. 2 : Réflexion normale sur un métal parfait. Pression de radiation.

L’espace est rapporté au référentiel orthonormé Ozyz de base ( e, e_y>, e_z>). Le demi-espace x > 0 est
occupé par un conducteur métallique supposé parfait (conductivité v quasi-infinie) et le vide occupe le
demi-espace x < 0.

La permittivité du vide est g = (36 710%) ™" S.1.

Une onde électromagnétique plane incidente (ﬁ , B;) sinusoidale de pulsation w, polarisée rectilignement
parallelement a Oy, se propage dans le vide vers le métal suivant la direction Ox :

ﬁ:Eo cos(wt —kx) &

Cette onde se réfléchit normalement sur le conducteur métallique.

1. Exprimer le champ électrique total et le champ magnétique total a I’instant ¢ en tout point M (x, y, z)

du demi-espace vide. En déduire le rapport des amplitudes des champs B en fonction de ¢, k et .

2. Déterminer le vecteur de Poynting ﬁ(z, t) de I’onde résultante et justifier sa dénomination d’onde
stationnaire.

3. Déterminer le vecteur densité surfacique de courant j, engendré par I’onde sur la surface du conduc-
teur en contact avec le vide.

4. Calculer la densité moyenne dans le temps d’énergie électromagnétique (we,,) en tout point M, en
fonction de ¢q et Ey.

5. On suppose que le champ électromagnétique pénetre a I'intérieur du métal sur une faible épaisseur

. 7 z z %
a;pourz =0, a I’expression calculée précédemment, et pour x > a, ﬁ = 0.Pour0<z<a,
onprendra B = B,(x,t) e, ot B.(x,t) est une certaine fonction de x et de ¢ que nous n’aurons

pas a déterminer complétement.

. = . oB .
Calculer le vecteur densité de courant j pour 0 < x a en fonction de a—z (on négligera le
x

l//\

3

!

courant de déplacement). En déduire la force de Laplace d
dx dy dz.

qui s’exerce sur un élément de volume

—
6. Intégrer cette expression sur x qui varie de 0 & a. En déduire que la force d*F qui s’exerce sur un
— —

élément de surface d*S du métal a pour expression : d°F = pd=*S ou p est la pression de radiation
dont on donnera I’expression. Préciser le sens de cette force.

7. (a) Calculer la pression électromagnétique moyenne temporelle (p) exercée par 1’onde sur la sur-
face du conducteur. Comparer (p) et (wem, ).

(b) De quelle quantité Az se déplace un miroir de surface s = 0,50 cm?, de masse m = 20 cg,
suspendu par un fil de longueur ¢ = 1,0m, si on I’éclaire par un faisceau laser d’intensité

I=(|T|)) = 3,0 W/em??
On donne I'intensité de la pesanteur g = 10m.s~ 2 et ¢ = 3,0.10% m.s~ 1.

» Exercice 19.3 : Cavité résonante

Soit une cavité résonnante de forme parallélépipédique de cotés a suivant z, b suivant y et d suivant z, vide.
Un générateur de haute fréquence entretient dans cette cavité une onde sinusoidale de pulsation w.

1. Montrer que le champ électrique complexe
™ :
E(x,y,z,t) = Ey sin— e ¥t &}
a

est solution de I’équation d’onde, a condition que la pulsation ait une valeur que 1’on déterminera.
On considérera par la suite le mode principal (le plus simple).

2. Déterminer le champ magnétique complexe E associé.

w

. Montrer que 1’énergie électromagnétique est constante et qu’elle oscille périodiquement entre sa
forme électrique et sa forme magnétique.

4. Représenter I’évolution des ces énergies en fonction du temps.

5. Calculer la charge sur ses parois et montrer que la cavité se comporte comme un condensateur plan.
Calculer sa capacité.
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134 ACTIONS ELECTROMAGNETIQUES EXERCEES SUR UN CIRCUIT

m Rappel : effet Hall

Considérons un conducteur, par exemple un pavé, dans lequel se déplacent des particules chargées a la
vitesse :

v =ve

Supposons I’existence d’un champ magnétique § porté par e_y>, orienté selon ’axe Oy. Une particule
chargée subit alors la force de Lorentz :

?:qﬁ/\ﬁ

Sous I’action de cette force de Lorentz, qui est portée par ez, les charges s’accumulent sur une des faces
du conducteur. N

On observe alors la création d’un champ électrique appelé champ de Hall et noté E.

Ce champ électrique entraine la création d’une différence de potentiel. L’action du champ magnétique et
celle du champ électrique s’annulent lorsque le régime permanent est établi :

— —
GEn+qUAB =10
On en déduit donc que le champ électrique créé, suite a I’action du champ magnétique est :

—
Ef=-9ANB=—wvelAB&=—vBe

De plus
— — d
Fyg=—gradVy = — C‘Z/H e_;
z

En projetant sur ¢2, on obtient :
dVy = Bvdz
En intégrant entre O et d sur I’axe z, on obtient :

Uy = Vi (d) — Vi (0)

=vBd
De plus :
—
J = Pm v
_>
I=[[j -"WdS=jS
. I . . . s
D’ouv = S et on obtient I’expression de la tension créée par effet Hall :
Pm
I1Bd
Uy = 5—
TS om

ol p,, est la densité volumique de charges mobiles.

Expression

m Force de Laplace
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/-[Corce de laplaee}

La force de Laplace est la force magnétique exercée sur un circuit placé dans un champ magnétique.
Considérons un conducteur parcouru par un courant. Les charges mobiles subissent la force de Lo-
rentz, donnée par :

7 =q v A §

Comme précédent, il apparait un champ électrique d’expression :
—
Eyg = —? VAN B

Mais le conducteur contient aussi des charges fixes g¢. Ces charges subissent I’action du champ
électrique a travers la composante électrique de la force de Lorentz. On a alors :

?:quﬁ:—///pfdQSM?/\?
De plus :

pf+pm =20
—
J :pm7

On obtient donc I’expression de la force de Laplace :

?:/m‘%?

Cette force s’applique sur les charges fixes.
Dans le cas d’un distribution volumique de courant, on obtient :

B [[[7nBar

m Définition légale de I'ampere

,—(’Dé_-ﬁr\i-tior\ de l’ampé_r'e_}

Considérons deux fils considérés comme infiniment longs parcourus par des courants de méme sens
et de méme intensité q.

Par application du théoreme d’ Ampere et a 1’aide des symétries, on obtient I’expression de la force
exercée sur un des fils de la part de I’autre :

7 _ /,uoz d€_>

2mr

Pour des fils de longueur £ = 1m et distants de » = 1m, I’ampére est alors I’intensité du courant
qu’il faut imposer dans ces deux fils pour obtenir une force F' de valeur 2.10~" N.

Energie d’interaction entre le champ et un circuit

g
m Torseur des forces exercées sur un circuit
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m Travail des forces de Laplace

s . e S s e s " L
Considérons une portion de circuit d¢ qui, sous 1’action d’un champ magnétique § extérieur, effectue une
translation de dA.

Force de Laplaee}

Par définition, la force de Laplace élémentaire est :

dF =idl A B

Déterminons le travail élémentaire de cette force au cours de ce déplacement CK :
S°W = dF - dk
_>
—i (@A B)-dk

=1 ((ﬁ A ﬁ) . § (Permutation circulaire )

=i d*S - § (1e produit vectoriel donne la normale multiplié par la surface engendrée par les deux vecteurs )

=i6%do
Avec @ le flux coupé défini par :
bo = / 7B d2S
On obtient :
W =i®¢
et on montre, lorsque le champ magnétique § est permanent, que :
b = AD

Avec ® le flux propre du circuit, c’est a dire le flux qui traverse le circuit.

m Energie d’interaction électromagnétique

Lorsque le champ § est permanent, le travail ne dépend que des positions initiale et finale du circuit.
On peut alors mettre AP sous forme d’une différence d’énergie potentielle :

W =Ey —E,, =iA® =i (dy — ;)

en prenant Fp,x = —1 ®x.
On obtient donc un principe d’évolution. Le circuit évolue dans le sens de la diminution de 1’énergie poten-
tielle, donc vers une augmentation du flux.

m Dipole magnétique dans un champ magnétique uniforme

m Mouvement de Translation

Consi_?{érons un dip6le magnétique qui, sous I’action d’un champ magnétique uniforme, subit une transla-
tion dA.

On obtient :
oW =1dd
=i (Py — Pq)
=0
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Les deux surfaces sont identiquement orientées et parcourues par le méme courant, donc la variation de flux
propre est nulle. De plus, par définition, avec R la résultante de la force de Laplace :

SW = R -k, vdx

La résultante de la force de Laplace est donc nulle. Hi

m Mouvement de Rotation

De la méme fagon, mais cette fois ci en considérant un mouvement de rotation. Par définition :

oW =1idd
De plus :
®—B.-7S
= BS cosa

ol « est I’angle entre ﬁ et 7. Il vient :

oW = —i B S sinada
=TI, du

= . A "
I',, est le moment des forces magnétiques s’exercant sur le dipole magnétique.

= . .
', =—1BSsin«a EZ)

'y .
= —BMsina e, (avec M le moment magnétique)
_>
~MAB

m Dipole magnétique dans un champ magnétique non uniforme

Ona:
— =
T,=MAB
Par définition :

df —idl A B

On obtient donc la résultante de la force de Laplace :
—
Rm:fﬁ
r
%
:fﬁﬂA?
r
Déterminons la projection selon e de la résultante :
— —
Ro 2= fi@nB) @ #
r
%
= ?{ i(egNdl)- B (permutation circulaire)
r
%
= ]{ i (§ A &) - dl (permutation circulaire)
r

Appliquons le théoreme de Stokes (X étant une surface quelconque s’appuyant sur le contour fermé I' et
dont I’ orientation coincide avec celle du contour fermé) :

R a://zﬁme(i(m &) 7 s
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En développant en coordonnées cartésiennes, et en utilisant : div§ = (0, on montre :

0B

ol (B A e‘i):%

On obtient alors :
— 8?
R, - e, =

Or

ol ./\/l est le moment du dip6le magnétique.
Si le mouvement n’est qu’un mouvement de translation, ./\/l est constant et :

iy BB WL v i)
x dy 0z
B

19)
:m(ﬂ.

m Analogies entre dipole magnétique et dipole électrique

Dipdle magnétique Dipdle électrique
Moment dipolaire magnétique ./\_/>l =iST électrique ? =q 1@
Energie potentielle magnétique By = ,'/T}[ . ﬁ €lectrique Ep, = 7? . ﬁ
Moment des forces I, = ./\/l A ﬁ 1?2 = ? A ﬁ
Résultante des forces R—m> = grad ./\/l B ]?2 = m (? . E)
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sSur un circuit

Enoncés 3

m Exercices : Actions électromagnétiques exercées

» Exercice 20.1 : Cadre fixe dans un champ

Un fil vertical infini 2’Oz est parcouru par un courant d’intensité I dans le sens z'Oz.

Un cadre rectangulaire conducteur indéformable C'D F'G est situé dans un plan vertical zOz passant par le
fil.

Le coté C'D = a parallele au fil est a la distance xg du fil, le cd6té F'G = a est a la distance b + z( du fil et
le coté DF = b est perpendiculaire au fil. Le cadre comporte n spires.

Ondonne a = 29 = 0,20m, b = 0,10m,n = 100et I = 10 A.

Le cadre rectangulaire est parcouru par un courant d’intensité ¢ = 1,0 A dans le sens CDF'G.

1. Calculer le flux du champ magnétique créé par le fil vertical a travers le cadre.

2. Calculer la résultante des forces de Laplace qui s’exercent sur le cadre ainsi que son moment au point
O’, milieu de CD.

» Exercice 20.2 : Cadre tournant dans un champ

Un fil vertical infini 2’Oz est parcouru par un courant d’intensité I dans le sens z'Oz.
Un cadre rectangulaire conducteur indéformable C'D F'(G est situé dans un plan vertical zOz passant par le
fil.
Le coté C'D = a parallele au fil est a la distance xg du fil, le cd6té F'G = a est a la distance b + z( du fil et
le c6té DF = b est perpendiculaire au fil. Le cadre comporte n spires.
On donne a = 29 = 0,20m, b = 0,10m,n = 100et I = 10 A.
Le cadre rectangulaire est parcouru par un courant d’intensité ¢ = 1,0 A dans le sens CDF'G.
s N

Alors que xg = 0,20 m, on tourne le cadre autour de C'D d’un angle 5 dans le sens qui amene Ox sur Oy,
le segment [C D] restant fixe.

1. Calculer la force résultante et le moment au point O’, milieu de CD, du torseur des forces électro-

magnétiques qui agissent sur le cadre.

2. Calculer le flux envoyé par le fil a travers le cadre, a la fin de la rotation.
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21.1 Mise en évidence expérimentale 141

m Mise en évidence expérimentale

e Un circuit se déplacant dans un champ magnétique permanent peut se comporter comme un généra-
teur : il est le siege d’un phénomene d’induction. On parle alors d’induction de Lorentz.
Dans ce cas, le déplacement du circuit a —
vitesse 76 (dans le référentiel du labo-
ratoire) dans le champ permanent ?0
de I’aimant entraine I’apparition d’une

Aimant

force magnétique f = ¢q TN By sus-
ceptible de faire circuler les charges de
conduction du circuit.
e Lorsqu’un circuit fixe est soumis a un champ magnétique variable, il est encore le siege d’un phéno-
mene d’induction. On parle alors de phénomene d’induction de Neumann.
Ici, le circuit, fixe dans le référentiel du laboratoire, voit apparaitre un champ magnétique variable

créé par I’aimant. L’ équation de Maxwell-Faraday rot ﬁ = ——— montre ’apparition d’un champ
électrique induit capable de mettre en mouvement les charges du circuit.

Dans le 2°™ cas, un observateur qui se déplace avec I’aimant voit la bobine se déplacer dans un champ

magnétique permanent. La distinction entre ces deux cas est liée a un choix d’observation, mais leurs effets
sont les mémes.

L’induction électromagnétique est un phénomene unique : I’'induction de Lorentz et I’induction de Neumann
en sont deux interprétations qui dépendent du point de vue de I’observateur.

m Circuit fixe dans un champ magnétique variable

C’est le cas de Neumann.

m Champ électrique

L’équation de Maxwell-Thomson div ﬁ = () permet de définir, grace a la relation div r_oz>f = 0 un potentiel-

vecteur A tel que :
B=rodd

En injectant cette relation dans 1’équation de Maxwell-Faraday, il vient :

S 08
ot

o (rot 4)

ot
Soit :

= (7424) -7
r0 — | =
ot
Il existe donc au moins un champ scalaire que I’on notera —V', V' étant appelé potentiel scalaire, tel que :

34_87 —

ke grad (=V)
Soit :
E = —gradVv — o4
ot
Remaraue

Dans le cas du régime permanent, on retrouve la relation :

E = —gradV
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m Circulation du champ électrique

C s e g . . . s . . —
Considérons un circuit filiforme parcouru par un courant électrique d’intensit€ ¢. Onai = jSet j =o E,

dal
o étant la conductivité du conducteur. De plus, la loi d’Ohm s’écrit, pour une longueur d¢ : dR = P En
o

— 0
combinant ces relations et en tenant compte de E = —gradV — T on obtient la circulationde A a B :
— 82 —
/ E e:-(VB—VA)+/ il I/
Far Fam ot
Or, on a

— .
/ E.E?:/ i-d_%:/ Ldﬁ:/ idR = Rapi
Tas Tag O T'aB oS Tas

On en déduit :
BX —
RABiZ(VA—VB)+/ <——> - dl
Cap ot

. . . . 0
Le dernier terme est égal a la circulation du champ électromoteur de Neumann E,, = T le long du
chemin AB :

uy 2N
caB= ot

Ainsi, on obtient :

VA*VB:RAB’L'feAB A

et le circuit équivalent ci-contre.

R.emaraues

e Pour un circuit ouvert, I’intensité est nulle et V4 — Vg = —ep : seule existe aux bornes d’une
circuit une différence de potentiel.

e Pour un circuit fermé, V4, — Vg =0eteap = Rap .

m Loi de Faraday

En utilisant le théoréeme de Stokes, la circulation s’écrit :

— =
eAB:/ oodl
T'an

I I
sla slad
< — &
= '

3 B2

N3

o, &l
3
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m Loi de Lenz

Le signe négatif de la loi de Faraday résulte des conventions utilisées pour orienter la surface du circuit et
définir la fem algébrique et, physiquement, de I’effet modérateur du courant induit.

La loi de Lenz traduit qualitativement cet effet. Elle permet de prévoir le sens du courant induit dans les cas
simples et de vérifier son signe une fois le calcul algébrique effectué.

Loi de Lenz

Le courant induit a un sens tel que le flux induit qu’il crée s’oppose aux variations du flux inducteur.
ou encore :

La force électromotrice induite tend par ses conséquences a s’opposer a la cause qui lui a donné
naissance.

m Inductance propre et inductance mutuelle
m Inductance propre

g N S =y A~ N
Considérons le flux propre a travers le circuit 1 du champ B; créé par ce méme circuit 1 :

-
@11:// B - d?S;
3

:// Bl - wld2S,
3

On obtient :

D11 =L1%

Ly est appelé ceefficient d’auto-induction ou inductance propre du circuit 1. Pour déterminer L1, on doit
connaitre le champ créé par le circuit 1 en tout point de ce circuit 1.

m Inductance mutuelle de deux circuits et inductance propre

L 1g - < . = N .
Considérons deux circuits. Déterminons le flux du champ B; créé par le circuit 1 a travers le circuit 2 :

—
(1)122// E;'d252
PP
:// Ei'n_1>d252

PP

En remplagant dans I’expression et en utilisant le théoreme de Stokes, on obtient :

¢12=]{ ?16@
r

H
_7{ 7{ o 11 dly 67
e, Jr, AnPM T

On obtient ainsi :

D19 = M2y
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M5 est appelé ceefficient d’induction mutuelle. On montre que :
Mo = M2

Cette derniere propriété est utile car il est souvent plus simple de déterminer le flux dans un sens que dans
I’ autre.

En effet :
D19 = Myoiq et Doy = Moy io
avec :

Moy = Mg =M

& M est une grandeur algébrique dont le signe dépend de I’ orientation des circuits.

On peut montrer que :

|M|<\/L1L2
| M]

et poser alors un ceefficient de couplage k = ———.
VL1 Lo

Le cas limite k = 1 correspond au cas ou toutes les lignes de champ du champ magnétique créé par un des
deux circuits traversent 1’autre circuit. Il s’agit du cas idéal correspondant au couplage parfait.

m Loi d’Ohm généralisée

La loi d’Ohm généralisée tient compte de I’inductance propre et de 1I’inductance mutuelle (du couplage) des
circuits.

,—‘ Exemple }

Soit le circuit couplé ci-contre :

On peut écrire, pour la premiere bobine : 1 12
Q) =Py + Py
= L1111+ Mo Ly Lo
ddq

avec bien entendu e = ———.

dt
Si les circuits sont rigides, alors :
diy dio w1
= L, 2
“ Yt dt M
La différence de potentiel aux bornes du premier circuit est alors :
diy disg
=Riin+L1—+M—
U1 121+ Ly I + e

Les relations sont similaires pour la deuxieme bobine.

& Si les circuits ne sont pas rigides, il faut tenir compte des dérivées de L, Ly et M par rapport
au temps.

m Cas d’un circuit mobile dans un champ magné-
tique permanent

C’est le cas de Lorentz.
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21.3 Cas d'un circuit mobile dans un champ magnétique permanent 145

m Déplacement d’un élément de circuit dans un champ perma-

nent

Considérons un conducteur. Sous 1’action d’un champ magnétique ﬁ, le conducteur se déplace. Ceci donne
donc a tout point du circuit une vitesse .. Tous ces points sont donc soumis a la composante magnétique
de la force de Lorentz :

7:q7e/\§

Il se peut que cette force admette une composante sur 1’axe du conducteur, ceci entraine alors un déplace-
ment des charges, donc création d’un courant.
Considérons un circuit fermé contenant des charges mobiles. Calculons le travail de la force de Lorentz :

En fait, dans le référentiel du laboratoire, la loi de composition des vitesses donne la vitesse d’un porteur
de charge :

=0+,

U ¢ estla vitesse d’un élément de circuit par rapport au référentiel du laboratoire et o, est la vitesse relative
du porteur de charge par rapport a u circuit. Dans ce méme référentiel, régne un champ électromagnétique

. S 0 — —
dont la composante magnétique est permanente, ce qui implique o = 0 etdonc E = —gradV.

Le champ électromagnétique dans le référentiel du conducteur est alors :

B -—F+7.AB
)

Champ électromoteur |

On peut introduire un champ électromoteur, dit de Lorentz :

E,=7.AB

Dans ce cas, tout se passe comme si le circuit n’était pas soumis a un champ ﬁ mais & un générateur de
champ électromoteur, de champ, celui de Lorentz. Dans ce cas, on peut introduire une force électromotrice :

e= [En-dl

—/ —gradV J%
1

= -V

En considérant un élément de circuit qui se déplace :
%
vedt Ndl =T d*S
On obtient :

uﬁﬁ;ﬁfﬁ

5<I>C
dt

ou &, est le flux coupé de § a travers 2.
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146 INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE

m Expression de Faraday

Si le champ magnétique est permanent, le flux coupé élémentaire est égale a la variation de flux et la loi de
Faraday est valable :

_de
dt

d® représente la variation de flux du champ magnétique a travers le circuit lors de son déplacement pendant
la durée dt.

. , N . . z H
La force électromotrice est égale a la circulation du champ électromoteur de Neumann F,,, = T A § le
long du chemin AB :

6141—3:/F (76/\§)~ﬁ

Ainsi, on obtient :

VA*VB:RAB’L'feAB A

€AB
—_—
et le circuit équivalent ci-contre. U

m Applications
m Générateur électromécanique

Soit un barreau M N de longueur ¢ glissant sans frottement sur deux rails paralleles, horizontaux, plongés
dans un champ magnétique permanent vertical descendant.

Le dispositif est contenu dans le plan horizon-

tal Oxy.
Un opérateur extérieur maintient la vitesse
_>
7? = 7 = ’U. 2% .constante. ITI
Orientons le circuit de telle facon que le vecteur L= |

—
surface d*S soit opposé au champ magnétique

La force électromotrice vaut alors : P25

L -
= E,, - d/
e /0 ﬁ

0
%
- / (Ten B)- &l
0 N M
=B/lv
Comme le circuit est fermé, il y a naissance de
courants induits d’intensité :
_>
i e _ Blv T =ve

R R

On réalise un générateur.

Le schéma équivalent est représenté ci-contre. ) v
LAB
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R.emaraues

. . .. . Blwv .
e Si on oriente le circuit dans 1’autre sens, on trouve ¢ = —B v et i = ———— mais ces deux

grandeurs sont orientés dans 1’autre sens (par rapport a la premiere orientation du circuit).

e On peut utiliser un autre raisonnement : Hi
2
_do ,i\
o dt
avec :

_)
o = / B. &5
circuit

=—-BS
= fBZ/vdt
On retrouve :
dd
=——=RB/Y
e e v

On peut également réaliser une étude énergétique :

La force ?’ qui permet de maintenir la vitesse constante a pour travail élémentaire :
SW=TF' T dt=F vdt

Si la vitesse est constante, cette force ?’ s’oppose a la force de Laplace ? L =-Bil e,
Le travail élémentaire regu par la tige est donc :

oW =Bilvdt
En introduisant e = B ¢ v, on obtient :
W =eidt = —idd

Cette énergie apparait dans le circuit. On réalise donc la conversion de I’énergie mécanique en énergie
électrique.

Soit un barreau M N de longueur ¢ pouvant glisser sans frottement sur deux rails paralleles, horizontaux,
plongés dans un champ magnétique permanent vertical descendant.
Le dispositif est contenu dans le plan horizontal Oxy.

]
i

Orientons le circuit de telle fagon que le vecteur surface d*S soit opposé au champ magnétique ﬁ

Le courant I est la cause d’une force de Laplace s’exercant sur la tige M N.

Il y a alors variation du flux magnétique et création d’une force électromotrice e qui géneére un courant
induit ¢ s’opposant a I.
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148 INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE

e est orienté dans le sens positif (mais sa valeur
peut étre négative) et s’oppose a E.
Cette force électromotrice vaut :

Ok
[

e = Em . d—% —
NM d2s

-[ (@nB)- @ ®

Avec le sens choisi, on trouve : ®
e=Bfv>0 N M
dd . 3
Avec e = ——, on trouve le méme résultat.

La loi des mailles donne ensuite :

E—e=E—Blv=R(I—1i)

La force de Laplace est donc :

Fp, =B (I—1i)

ey E—B/lv
R
_ BlE B2¢%v
R R
e Pendant la durée dt, la force de Laplace fournit un travail :
5W = FL vdt
EB/lv B2 2 2
= dt — dt
R R

L’énergie électrique fournie par le générateur vaut :

We=FE (I —i)dtaveci >0

L’énergie dissipée par effet Joule est :

SWy=R(I—4)>dt

L’énergie fournie au rail mobile est alors :
OWrp =6Wg —6W;
=[E(I—i)—R(I—i)?] dt
=[E—-R(I—1)] (I —1)dt
=B/lv (I —1)dt
=Frodt

On réalise ici un moteur : I’énergie électrique est convertie en énergie mécanique.

m Alternateur

Une bobine comportant N spires de surface S tourne a vitesse angulaire constante w, dans un champ

magnétique b5 uniforme, autour d’un de ses diametres perpendiculaire &
Le couple exercé sur la bobine est alors :

T-MnAB
—NiSAB

C’est un alternateur a induit mobile avec des contacts pour fixer cet induit mobile.

Une autre possibilité consiste a travailler avec une bobine fixe et on fait alors tourner la source de champ
magnétique (aimant ou électroaimant) : on obtient alors un alternateur a induit fixe (la bobine).
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m Haut-parleur

Bobine Membrane

Aimant }

Bobine

Ressort

Vue de face de I’aimant

Coupe transversale de I’aimant

La bobine peut se translater le long de son axe noté z'z.

Elle est plongée dans un champ magnétique constant et radial créé par un aimant permanent de telle sorte
que, au niveau des spires.

La bobine, de résistance R et d’inductance propre L est reliée a un générateur de f.e.m. F (t), qui est I'image
analogique du signal sonore a émettre.

La bobine, parcourue par le courant i (¢) et plongée dans le champ magnétique ﬁ est soumise a des forces
de Laplace motrices qui la mettent en mouvement, ainsi que la membrane a laquelle elle est liée.

En se déplacant dans 1’air, la membrane engendre des ondes sonores.

m Courants de Foucault

Ce sont les courants induits qui prennent naissance dans un volume métallique (soit mobile dans un champ
magnétique permanent, soit fixe dans un champ magnétique variable).

. . . 0 .
Si on suppose le volume immobile, le champ électromoteur vaut ﬁm =~ et la densité de courant

vaut 7 =0 Em.
IIs sont utilisés :

e dans les ralentisseurs de camions, cars et wagons : dans ce cas, c’est un disque qui tourne avec
la roue. Si un champ magnétique est appliqué, le flux varie et il y a apparition d’une f.e.m. et de
courants induits qui s’opposent au mouvement du disque couplé a 1’axe des roues.

Plus la vitesse est grande, plus ¢ est grand et plus le freinage est important. Si la vitesse diminue, le
freinage est moins important.
Avantage de ce systéme : il n’y a pas de blocage des roues !
e plaques de cuisson et fours a induction :
Un champ magnétique variable a fréquence élevée est la cause de courants induits qui produisent
eux-mémes de la chaleur par effet Joule dans une résistance.
Les courants de Foucault peuvent également €tre des inconvénients. Dans ce cas, on remplace la masse
métallique par des feuillets isolés entre eux et empilés.

m Autres applications

e transformateur,

e bétatron,

e moteur asynchrone,

e ]évitation,

e microphone électrodynamique,
e roue de Barlow
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150
m Exercices : Induction électromagnétique

» Exercice 21.1 : Freinage électromagnétique

On étudie le freinage électromagnétique d’une spire
conductrice rectangulaire C DF'G mobile, de cotés y
a et b, de masse m négligeable, de résistance R et A d T
d’inductance propre négligeable.

Cette spire est en translation colinéairement a 1’axe
Oz dans le plan Ozy. Elle traverse une zone de

Y

longueur d (d > b) comprise entre les abscisses F D
0 et d dans laquelle regne un champ magnétique —

= B ¢ uniforme. a| m—
On note z (t) I'abscisse du c6té CD et v (t) la B
vitesse de la spire selon x. G b C @
Lorsque CD arrive en x = 0, la vitesse du cadre
vaut vg > 0.

Déterminer la variation Av = vs — v, de la vitesse entre I’entrée dans la zone magnétique et sa sortie et
déterminer la condition pour que le cadre sorte de cette zone.

» Exercice 21.2 : Rail de Laplace vertical

On consideére deux rails distants de a contre lesquels une tige horizontale métallique M N peut glisser sans
frottement.

Ces rails sont reliés par un générateur de tension, de force électromotrice Uy constante.

La résistance totale du circuit est notée R et elle est indépendante de la position de la tige M N. On suppose
que I’inductance propre du circuit est nulle.

Il régne dans tout I’espace un champ magnétique uni-
forme ﬁ =B e_;.
A T’instant initial = 0, la tige M N est lachée sans vitesse

Uy
initiale 2 la cote z = 0. / —

1. Déterminer I’équation électrique du dispositif.
2. Déterminer I’équation mécanique du dispositif.

3. Résoudre le systeéme d’équations couplées et en dé-
duire les expressions de la vitesse v (t) = Z de la
tige et de I’intensité 4 (¢) du courant électrique cir-
culant dans le circuit.

4. Déterminer la vitesse limite de la tige.

5. Déterminer la condition sur la résistance 2 pour

N)

que la tige tombe (2 > 0). On pourra introduire une @

variable R)iy, a définir.
Application numérique : Calculer Ry, et vjin.

I\
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» Exercice 21. 3 : Moteurs

Moteur synchrone
Un ventilateur électrique est constitué :

e d’un systeme fixe de bobines, alimenté en alternatif, produisant un champ magnétique § d’inten-
sité constante mais dont la direction tourne a la vitesse angulaire constante wgy. Ce champ tournant
demeure orthogonal a un axe 2’z fixe.

.. " - N S
e d’un petit aimant permanent, de moment magnétique M orthogonal a z’z, solidaire des aubes du
ventilateur qui tourne 2 la vitesse angulaire w autour de 1’axe 2’ z.

1. (a) Ex rir-n>er le couple instantané ? des forces exercées sur I’aimant. On désignera g 1’angle
( ,/\/l) al’instant ¢ = 0.
(b) Quelles conditions doivent remplir w et iy pour que ce dispositif fonctionne en moteur ?

2. Le ventilateur est a I’arrét. On branche les courants qui produisent le champ tournant.

(a) Le ventilateur peut-il démarrer ?
(b) Lorsque le ventilateur a démarré, a quelle vitesse tourne-t-il ?

(c) Calculer la puissance maximale qu’il peut fournir.

Moteur asynchrone

Dans le dispositif précédent, on remplace 1’aimant par une petite bobine plate de N spires de surface S, de
résistance R et d’inductance propre L, fermée sur elle-méme. Le champ tournant est maintenu. La petite
bobine, dont I’axe demeure orthogonal a 'z, tourne a la vitesse angulaire w autour de 1’axe 2’ z.

1. Calculer la valeur instantanée 7 (¢) de I’intensité du courant induit dans la petite bobine plate, en
régime sinusoidal permanent (régime forcé).

2. Calculer le couple instantané I" du systeme de forces qui s’exercent sur la bobine plate, ainsi que sa
valeur moyenne dans le temps (I').

3. Quelles conditions doivent remplir w et g pour que ce dispositif fonctionne en moteur ?
Quelle est alors la puissance moyenne de ce moteur asynchrone, en fonction de 1a vitesse angulaire
w?
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